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La estatica es uno de los conocimientos empiricas mas antiguos de nuestra civilizacién. Este
a permitido la construccién de monumentos formidables que atin, con todos los recursos tec-
noldgicos disponibles, nos sorprenden. El descubrimiento basico fué que era posible amplificar,
mediante formas adecuadas, el efecto de una fuerza. De hecho, se le atribuye a Arquimedes
haber dicho “Dame un punto de apoyo y levantaré el Mundo™ .

El cardcter empirico de este conocimiento encuentra su fundamentacion en las leyes de Newton,
que como hemos visto se aplican a objetos puntuales. Veremos que las leyes de la estatica
aplicadas a un sélido se resumen en dos restricciones:

= Para que el centro de masas no se mueva se exige que la fuerza neta (suma de las fuerzas
externas) sea nula.
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= Para que el objeto no rote se exige que el torque neto (suma de los externos) sea nulo.

Si bién alin no hemos definido torque, algo que corregiremos enseguida, podemos describirlo
como “fuerza de palanca” asociada a una fuerza. La idea es simple: consideremos un balancin
equilibrado como el de la figura. Para simplificar la discucién supongamos que la barra hori-
zontal no tiene masa (masa despreciable). Los bloques en los extremos forman parte de lo que
denominaremos ‘sistema’, de modo que el contacto de ellos con la tabla constituye una fuerza
interna. Las fuerzas externas al sistema son: 1) el peso del bloque izquierdo; 2) el peso del
bloque derecho y; 3) la fuerza (normal) donde se apoya la tabla. La primera exigencia es que la
suma vectorial de todas ellas sea nula.
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Para que el sistema no gire debe existir una compensacién entre las palancas —con respecto a
un punto arbitrario— que hagan girar el sélido en un sentido contra las que lo harian girar en el
sentido opuesto. Ello se ilustra en los esquemas A, B y C, en los cuales se indica la “tendencia
a giro”" debido al par brazo-fuerza. Hemos convenido en este caso que los giros en el sentido
anti-horario tienen signo (+), mientras que los que giran en el sentido de los punteros del reloj
tienen sentido de giro (—). Nétese que con respecto a los tres puntos considerados (denotados
con los circulos verdes), los pares de fuerzas producen tendencia a girar en sentidos opuestos.
La cuantificacidn de estos equilibrios requiere de la introduccién de la nocién de producto cruz.

0.1. Producto vectorial y torques

Como vimos anteriormente, el uso de palancas para levantar cuerpos es un hecho empirico
en el cual, mediante una combinacién de fuerza, puntos de apoyo y lugares donde se aplica
la fuerza, podemos lavantar cuerpos que mediante levantamiento directo seria imposible. Este
hecho es explicado mediante las ecuaciones de Newton, para lo cual requeriremos de una nueva
construccién vectorial que llamaremos producto cruz.
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Sean A y B dos vectores, entonces el elemento
C=AxB,
es un vector cuya
= direccién es perpendicular a ambos, ffy B;
= tamafio ABsin(f4p), con 645 el angulo entre los vectores A y B:
= sentido segtin la regla de la mano derecha’.
] B
L Ay
Con esta definicidn surgen las siguientes propiedades:

1. Ax A=0, para todo A:

2. Ax B=—B x /_f;

3. Ax (AB) = A(4A x B); con A un escalar;

4, ixj:l%;jxl%:i;yl%xi:j;

5. Ax B = ABsinf = A, B = AB,, donde A, es la magnitud de la componente de A

perpendicular a B.

6. Ax(B+C)=AxB+AxC,
0.2. El torque de una fuerza
Se define el torque 7 de una fuerza F aplicada en un punto P como

F=7xF,

donde 7 es el vector qu une el orige O con el punto P. Fisicamente, lo que este producto
representa es la habilidad de la fuerza F' de inducir un giro del cuerpo en torno al origen O. Este
origen es totalmente arbitrario; sin embargo, una vez es escogido, ha de mantenerse durante el
desarrollo de las ecuaciones en cuestion.

'En ella, ambos vectores se di§p0nen con sus colas coincidentes.ﬂLuego, el dedo anular de la mano derecha
toma la direccién y sentido de A, con la palma orientada hacia B. El sentido de A x B coincide con el del
dedo pulgar.
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0.3. El torque debido a la gravedad terrestre
Un caso de interés particular es el torque sobre un sélido debido a la gravedad. Definiendo el
torque total como la suma de todos los torques, el torque debido a la gravedad lo calculamos
representando el sélido como una superposicién de N celdas muy pequeiias, cada una de ellas
afectada por el peso w; = m;g.
RoxW

El torque con respecto a un orige O resulta

N N

F=Y Fix (mig) = | Y_mifi | x§ = Rewm x (M),
i=1 i=1
MRcwy

donde hemos identificado §CM, el vector centro de masas del sélido con respecto a O. Este
resultado nos permitird una notable simplicidad en el estudio de sélidos.
0.4. Las leyes de la estatica
En una primera etapa nos limitaremos a la aplicacién de las leyes de la estatica. Su demostracién
la dejaremos para mas adelante.
Consideremos un sélido sobre el cual actian N fuerzas externas: ﬁl,ﬁg, e ﬁN.
Universidad de Chile oft fcfm
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Entonces, para que el sistema esté en equilibrio estatico es necesario que:

—

l- Fi+ Fy4 -+ Fy =0;

.- F(F)) + 7(Fy) +--- + 7(Fx) = 0.
OBSERVACIONES:

1. La suma de fuerzas es vectorial, de modo que muchas veces resulta conveniente expresarla
en términos de componentes ortogonales, usualmente segin ejes 'x', 'y’ y 'z’ escogidos
adecuadamente.

2. Los torques son calculados con respecto a un punto P arbitrario. Entonces, la recomen-
dacién es tomar torque con respecto a un punto donde se simplifique de mejor forma el
célculo.

3. En este curso nos centraremos en problemas en los cuales todas las fuerzas estan con-
tenidas en un plano. Si el punto P estd en el mismo plano, entonces los torques serdn
perpendiculares a éste. Con ello, basta con especificar si el torque

= sale del plano; o
= entra al plano.

Uno puede convenir el signo (+) del torque para cualquiera de estos casos, quedando los
torques en sentido opuesto con signo (-).

0.5. Un ejemplo (tomado de un control de 2001)

Una carga de masa m posa sobre un tablén de longitud L y masa M distribuida uniformemente.
El tablén es sostenido en sus extremos por dos cuerdas ideales las cuales forman angulos 64 y
fp con respecto la vertical. La carga se ubica en una posicién tal que permite que el tablén se
mantenga en forma horizontal. a) Determine la ubicacién de la carga con respecto al extremo
A del tablén. b) Verifique e interprete concisamente su respuesta para el caso 04 = 0p.
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6
m
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A ML
SOLUCION:
e Las fuerzas sobre (tablén-+carga): tensiones Tay Ty, peso carga mq y peso tablén Mg.
_»’y”"‘~\\\\ (757ﬂ
VL E
X o LT
X
]
L/2 R
Mg mg
e Estdtica bajo traslacion del CM y proyecciones segiin & e §:
Ta+Tg+mi+Mj = 0 = (1)
—Tasinfy +Tpsindp+0+0 = 0 (seglin %) (2)
Tacosls+ Tpcosp—mg— Mg = 0 (segin ¢) (3)
e De lo anterior tenemos:
Tysinfy, = Tgsinbp (4)
Tycosby+Tpcosfp = (m+ M)g (5)
e Estética bajo rotacién (torques) c/r Ay (torques positivos en sentido antihorario):
Fa(Ta) + 7a(Tp) + Ta(mg) + Ta(Mg) = 0 = (6)
0+ LTgcosp —amg— (L/2)Mg = 0 — axmg= LTgcosfp— MgL/2 (7)
e Buscamos z: reemplazar T4 de (4) en (5) y se obtiene
Tp(cosfasinfp + cosfpsinfs) = (m+ M)gsinfg — Tpsin(f4 +60p) = (m+ M)gsinf 4
Universidad de Chile oft fcfm
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e Combinar con Ec. (7) para x y despejar...
L ((m+ M)sinf4scosfp M
r=— - —
m sin(64 + 6p) 2
e Caso limite 6, = 0 — (usar sin(2(3) = 2sin 3 cos 3)
L ((m+ M)sinfgcosfy M L
T — — - e N
m 2sinf 4 cosfp 2 2
vale decir, si los /'s son iguales, la carga debe ubicarse simétricamente en el tablén.
Universidad de Chile oft fcfm
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1. Conservacion de la Energia para una Particula

En el contexto de la mecdnica Newtoniana el principio de Conservacién de Energia para una particu-
la se deriva directamente de la segunda ley de Newton (ﬁ = md), de donde se obtiene el teorema
del trabajo-energia: el trabajo neto realizado por las fuerzas externas actuando sobre una particula
es igual al cambio de energia cinética de la propia part]icula:

Wneto = Kf - KZ (1)

donde K = %va es la energia cinética y el trabajo de una fuerza F' en un pequeno intervalo dz

se evalda como dW = Fdx (se emplea el producto punto). Los subindices i y f se refieren a la una
condicidn inicial y final, respectivamente. El trabajo neto corresponde a la suma de los trabajos
individuales de cada fuerza.

La evaluacién del trabajo neto requiere ”integrar” (es decir, sumar con mucho detalle) los dW entre
una posicion inicial y otra final a lo largo de la trayectoria de la particula. Sin embargo, existen
fuerzas en que el trabajo neto NO depende del camino recorrido sino que exclusivamente de la
posicion inicial y final de la particula. Estas fuerzas se denominan conservativas e incluyen al peso
y la fuerza eldstica. En contraste, la fuerza de roce entre una particula y una superficie (usualmente
escrita como —u.IN') no es conservativa.

Como para una fuerza conservativa, Fc, el trabajo efectuado es solo funcion de las coordenadas,
se puede definir una funcién de energia potencial, U, tal que el trabajo realizado es igual a la
disminucion en la energa potencial:

Wc:/ﬁjx:—AU:Ui—Uf (2)

Consideremos que sobre una particula solo actia una fuerza conservativa ﬁc. Entonces, combinando
(1) y (2) obtenemos que AK = W, = —AU, de donde:

AK+U)=0 (3)

que es una forma de escribir la ley de la conservacién de la energa mecédnica. Podemos ademaés
definir la energia mecédnica total del sistema como £ = K + U.

Como E permanece constante a medida que la particula se desplaza, cualquier cambio de la energia
cinética ocurre a expensas de igual cambio (pero de signo opuesto) en la energia potencial. Si sobre

el sistema actia mds de una fuerza conservativa y otras fuerzas no-conservativas (F., como el
roce), obtenemos una ecuacién méas general:

S W(Fh) =AK+ > U) (4)
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La ecuacién (4) puede ser aplicada en la resolucién de numerosos problemas de dindmica, en especial
cuando Y W(F,.) ~ 0. En estos casos debe conocerse completamente el estado de la partcula
(posicién y velocidad) en un instante y se desconoce una de las variables de estado en un instante
posterior.

Como menciondbamos anteriormente, tanto el peso como la fuerza elastica son fuerzas conservativas,
y sus energias potenciales son U, = mgy y U, = %kdz, respectivamente. Aqui y corresponde a la
altura sobre un nivel de referencia (arbitrario pero fijo). Si la particula esta sobre (bajo) ese nivel
y >0 (y <0). 0 representa la deformacién (compresiéon o deformacién) de un resorte adherido a la
particula. g es la magnitud de la aceleracién de gravedad y k la constante eldstica del resorte.

Ejemplo: Un objeto se suelta desde una altura H, ;A qué velocidad impacta contra el suelo?
Solucién: Despreciando el roce con el aire, podemos aplicar la conservacién de energia mecanica

entre el instante inicial (objeto se suelta desde el reposo) y final (objeto impacta el suelo):

1 1
§mv8 +mgH = imvfc + mg0

de donde obtenemos directamente

[NIES

vy = (29H)

2. Conservacién de la Energia para un Cuerpo Rigido

Veamos ahora como se aplica el principio de conservacién de energia a un cuerpo rigido. Recordemos
aqui que el cuerpo rigido puede trasladarse y rotar pero no sufre deformaciones de su forma (por
eso es rigido). En consecuencia, la posicién relativa entre las particulas que lo forman no cambia
en el tiempo.

Cada particula esta sometida a fuerzas externas (por ejemplo, el peso) y fuerzas internas (por
ejemplo, las fuerzas que ejercen las particulas vecinas). Se puede demostrar que las fuerzas internas
no realizan trabajo (recordar que las posiciones relativas no cambian), por lo que cada particula
conserva su energia mecanica de acuerdo a la ecuacién (4).

Consideremos el caso simple en que la tnica fuerza externa es el peso. Entonces, para la particula
n-ésima (n de un total de N) podemos escribir: A(K,, + m,gy,) = 0. En este caso el subindice
es el identificador de la particula. Podemos sumar la expresién anterior para las N particulas y

obtenemos:
AD Kn+> Ung) =0 (5)

Energia Cinética de Rotacién Si el cuerpo esta rotando con respecto a un eje fijo, todas la
particulas tienen igual velocidad angular, w , y la velocidad (lineal) de la particula n-esima es p,w,
donde p,, es el radio de la orbita que describe la particula entorno al eje de rotacién. Entonces, la
energia cinética del sistema resulta ser:

K=Y K=Y (mad) = 5 S mapd)? = L1 (6)

Universidad de Chile aft fcfm
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1= ME I= % MF

Figura 1: Momento de Inercia de un aro y un disco

La cantidad I se denomina Momento de Inercia, y es una propiedad del cuerpo que juega un papel
de gran importancia en la dindmica de las rotaciones. Consideremos su definicién I = 3" (m,p2).
Es claro que I crece con la masa total del cuerpo, pero depende criticamente de su forma y del eje
de rotacién. A igual masa, dos cuerpos pueden tener muy diferentes momentos de inercia en virtud
de cuan cercana o lejana este la masa del eje de rotacion.

3. El momento de Inercia

En general podemos expresar I = yM L?, donde M es la masa total del cuerpo, L es una dimensién
caracteristica (radio de un disco, largo de una barra) y + un valor numérico que depende de cada
caso. El valor de I es dependiente del eje en torno al cual ocurre la rotacién del cuerpo. Para un
cuerpo cuya forma sea relativamente simple, el valor de I se obtiene empleando calculo integral.
Para cuerpos aun més simples, I puede obtenerse aplicando la sumatoria anterior.

Por ejemplo, el momento de inercia de un anillo de material uniforme, masa M y radio R en torno
a un eje que pasa por su centro es: I = Y (m;r?) = Y (m; R?) = M R?

[ Qué pasa si la misma masa M se distribuye ahora en un disco de radio R? Muchas particulas
que antes estaban en la periferia se mueven ahora hacia el centro del disco, haciendo disminuir el

momento de inercia. De hecho, en este caso I = %M R2.

Propuesto: ;Cudl es el valor de [ si se trata de un cascardn cilindrico o un cilindro sélido de radio
R y masa M, que rota en torno a su eje de simetria?

Consideremos ahora el momento de inercia de una barra delgada de masa M y largo L que puede
rotar en torno a uno de sus extremos. En este caso, el método de la sumatoria I = > (m;r?) también
funciona. Para eso la barra se divide en n trozos, cada uno de largo d = % y masa dm = % Al
final de la sumatoria, se debe tomar el limite de N — oo(con lo cual d y dm — 0). En el libro
Introduccién a la Mecédnica (Nelson Zamorano) se hacen estas sumatorias en forma explicita (pags.

298-299), de donde I, = 5 M L?

El valor anterior es el momento de inercia de una barra respecto a su extremo. Que pasa si queremos
calcular I de una barra respecto a su punto central? Aqui podemos explotar el hecho de que I es
una propiedad aditiva, asi que este nuevo momento de inercia se calcula como la suma de dos
momentos de inercia: uno de la barra al lado derecho del centro y la otra al izquierdo (en este caso
ambas son idénticas)

Universidad de Chile oft fcfm
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Lo=13MI7 : € L k=112
LM T

\

Figura 2: Momento de Inercia de una barra delgada

o L= 1128 2 (esfera)
o= U12:M (@™+2%) L=23MI% (cascarén)

Figura 3: Momento de Inercia de una lamina, una esfera llena y un cascarén esférico

IML%E 1
IC — Iizq +Ide7» — 2]0 — 2[535 ] — EMLQ

Propuesto: Calcule el I de una barra en torno a un punto ubicado a i de uno de sus extremos.

3.1. El centro de masa de un cuerpo rigido

Previamente definimos la posicién del centro de masa de un sistema extendido como:

-1
R=— E m;r; 7
Todos los vectores posicién estan referidos a un origen O de un sistema de referencia, por lo cual

R cambia de si el cuerpo se mueve o rota. Sin embargo, el centro de masa, como un punto singular
del cuerpo en cuestién, no cambia para un sélido rigido.

También es conveniente recordar que al considerar un sistema compuesto por varios cuerpos, po-
demos calcular primero la posicién del CM de cada cuerpo, y luego sumarlos para encontrar el CM
del sistema. En otras palabras, cada cuerpo es tratado como una particula con la masa concentrada
en su propio CM y luego empleamos la ecuacién (7).

Ejemplo: un sistema formado por una barra de largo L y masa M distribuida en forma uniforme,
unida a una esfera pequena de masa 2M en uno de sus extremos. En un cierto instante la barra
esta dispuesta en forma horizontal, pero luego rotara en torno a uno de sus extremos hasta quedar

Universidad de Chile oft fcfm
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en posicién vertical. Pongamos nuestro sistema de referencia en el punto de rotacién (aun cuando
este permanece fijo).

Figura 4: Centro de masa de una barra + esfera
Cuando la barra esta horizontal, la posicién del CM es:

- 2MPRegfera + MRpayra ~ 2ML+MLJ2. 5 .
R - = — —_ 7L
! 3M sM 6

Notar que hemos empleado el hecho del que el centro de masa de una barra homogénea estd en su
centro (Unidad 3). El signo — y el vector unitario i en la posicién del CM aparecen por la posicién
especifica del sistema en este instante. Mas importante, sabemos que el CM se ubica a % del largo
desde el extremo sin la esfera (o a % de su largo desde la esfera).

;,Cudl es la posicién del CM cuando el sistema estd vertical? No necesitamos calcular la posicién
del CM nuevamente. Por simple inspeccién podemos escribir: Ry = —%Lj

3.2. Teorema de Steiner, o de los Ejes Paralelos.

Cuando un cuerpo tiene algun tipo de simetria, es relativamente sencillo conocer el momento de
inercia ¢/r a un eje que pasa por el centro de masa. El Teorema de Steiner nos permite encontrar
facilmente el momento de inercia c¢/r a cualquier eje paralelo al anterior, desplazado una distancia
R. En su demostracién empleamos la geometria y notacién de la figura adjunta:

Por definicién Ip = Z‘mix%, v Iocymy = Emﬁ?. Expresamos el vector &; = R+ 73, luego
7P = (R+7)? = B+ 2R -7 + 77

Io = Smy[R? 4+ 2R - 7 + 73]

Universidad de Chile oft fcfm
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Figura 5: Geometria para Teorema de Ejes Paralelos.

pero por definicién del centro de masa

luego
Io = Sm;[R? + 7% = MR* + Ion

Ejemplo: Consideremos una barra delgada en forma de L, con dos partes iguales cada una de
masa M y largo L. Calcular el momento de inercia respecto su extremo B. Recuerde que el momento
de inercia de una barra de largo L y masa M con respecto a su CM es %M L.

Aunque se trata de un cuerpo slido, haremos el célculo descomponiendo la L en sus dos partes

(vertical y horizontal): Ip = Iy + Iy. En cada caso aplicamos Steiner:

e
-

P
L2
A B
2 1 9 1 9 1 2
Iy =1Icy+ M(L/2) :1—2ML +ZML :§ML
2 1 9 O o 4 2
Iyv=Icyy + MD*= —ML*+-ML*=-ML
12 4 3
luego
IB:gML2

Universidad de Chile ofu
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Problema propuesto: Se tiene un disco homogéneo de radio R y masa M al cual se adhiere
radialmente una barra de largo L y masa m. Calcule el momento de inercia del sistema ¢/r al centro
del disco y a un extremo de la barra. Estudie los casos limites L << R, m << M, m >> M.

4. Energia de Rotacién de una barra en torno a un eje fijo.

Una barra uniforme de largo L y masa M puede girar libremente sobre un pivote sin friccin que
pasa por uno de sus extremos. La barra se suelta de la posicin horizontal. ;Cudl es la velocidad
angular de la barra cuando esta pasa por la vertical? ; Cudl es la velocidad del CM en ese instante?

| L
w1 TIT * e
h : CM
L2 e
by

Podemos resolver este problema facilmente considerando la energia mecédnica del sistema F =
K +U,. Para U, tomemos como referencia el nivel donde la barra esta horizontal. Como la rotacién
ocurre en torno a un extremo, Iy = %M L?. Suponiendo que la barra es uniforme, su CM esta en
su centro geométrico. Si la barra parte del reposo se tiene F; = K; + Uy =0+ 0

1 11 1
Ef = §Iow]2c + Mgy = §§ML2wJ2c + Mg(—iL) =0

wy = (3g/L)"*

1 1
vomy = 5Llwy = 5(39L)1/2

. Qué pasa si la bara rota en torno al punto marcado por una x?

Consideremos un cuerpo rigido sobre el cual solo actia el peso y que puede rotar en torno a un
eje. Si el cuerpo se suelta desde el reposo, podemos evaluar la velocidad angular en cualquier otro
instante (por ejemplo, cuando su CM pasa por su punto ms bajo) empleando la conservacién de la

energia mecanica
<2MgAy)1/2
“re\TT

donde Ay es el cambio en la posicién del centro de masa. Como I es proporcional a M, el resultado
anterior es independiente de la masa del cuerpo. De esta forma, la velocidad angular final crece

Universidad de Chile oft fcfm



Otono 2008 Sistemas Newtonianos — Energia de Rotacién 8

con el desplazamiento del centro de masa (se esta transformando energia potencial gravitacional
en energia cinética) pero disminuye con I. Si realizamos el mismo experimento pero cambiamos su
geometria, no es simple determinar si aumenta o disminuye wy, pues cambia tanto I como Ay. Por
ejemplo, si hacemos que la masa quede mas cercana al eje de rotacién, disminuye I y Ay.

M. 1 M. al (a<l)

Figura 6: Dos cuerpos de igual masa pero distinta forma, ;cudl cae mas rapido?

Lectura Suplementaria
El material tedrico de las Unidades 3 y 4A es lectura esencial para la materia de esta semana.
= Fisica. Serway Tomo 1. McGraw Hill

Seccikones 10.4 y 10.5

= Fisica para la ciencia y la tecnologia. Tipler. Reverté
Secciones 8.5 y 9.5

n Introduccion a la Mecdnica de Nelson Zamorano
Secciones VI.6.2 y VL.8

= Capitulo 9 Rotacion de un Cuerpo Rigido de Massmann contiene la materia necesaria, pero
con aplicacién de célculo integral sencillo.
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1. Torque y momento angular para una particula

Se sabe que la dindmica de una particula estd descrita por la ecuacién de Newton

mr =F
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A partir de la ecuacién de Newton se puede encontrar otra ecuacién de movimiento, que
a veces es méas simple de estudiar pero que es mas limitada en su aplicacion. Para hacerlo
consideremos la definicién de momento angular L
L=mix7 (2)
donde X es el producto cruz que se definié en la Unidad 3.
Se procede a calcular la derivada de L. Para eso se recuerda que el producto cruz es una
multiplicacién de manera que se aplica la regla de la derivada del producto (d(AB)/dt =
(dA/dt)B + A(dB/dt)). La masa es constante asi que resulta
L=mFx0+mixi (3)
pero 7=1tdelo que resulta que el primer término es mu X ¥, que es nulo por las propiedades
del producto cruz.
Ademss, el segundo término puede ser escrito como 7 X mad que, usando la ley de Newton
queda .
L=7xF (4)
Esta dltima es precisamente la definicién de torque 7 = ¥ X ﬁ, obteniéndose la llamada
ecuacion de torque para una particula.
L=+ (5)
1.1. Ejemplo
Para ver cémo se usa esta ecuacién consideremos un péndulo simple de masa m que cuelga
de una cuerda ideal de largo R.
0
| R
T
m
mg
Universidad de Chile aft fcfm
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El momento angular se obtiene de la definicién L = m# x . De acuerdo a lo visto en la
Unidad 4A, el producto cruz se obtiene como:
Sean A y B dos vectores, entonces el elemento
C=AxB
es un vector cuya
= direccion es perpendicular a ambos, A y é;
» tamano ABsin(64p), con 645 el dngulo entre los vectores A y E; y
= sentido segun la regla de la mano derecha
La particula estd a una distancia R del origen y el mdédulo de la velocidad es v = RO por
ser un movimiento circunferencial. Ademaés, como la velocidad es perpendicular al vector
posicion se tiene sinf = 1. Por ultimo la direccién de L es perpendicular a la posicién y
velocidad, es decir, sale del plano del papel hacia afuera. Si definimos el vector k£ como el
que es perpendicular al plano se tiene
L = mR*0k (6)
Para calcular la derivada de L notamos que todas las magnitudes son constantes salvo la
velocidad angular 6. Luego
L = mR%k (7)
mR%ak (8)
Donde se ha definido la aceleracion angular o = 4.
Para calcular el toque notamos que sobre la masa actiia su peso mg y la tensién de la cuerda
T. El torque es
T=rxmg+rxT (9)
Como T es paralelo al vector posicién su torque se anula y sélo queda el peso. Se debe notar
que ésta es una de las comodidades del método de torque, pues se pueden eliminar algunas
fuerzas del andlisis (la tensién en este caso). El torque del peso se obtiene de la definicién:
la magnitud de 7 es R y el angulo que forman el peso con el vector posicién es 6. Al aplicar
la regla de la mano derecha se obtiene que el torque apunta perpendicular al plano, pero
hacia adentro. Es decir
7= Rmgsin0(—k) (10)
Reemplazando todo en (5) se tiene
mR*) = —mRgsin 0 (11)
Universidad de Chile oft fcfm
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que al simplificar queda
. g .
0 =—=-=sind 12
g (12

que es la misma ecuacién de movimiento que se vio en la Unidad 1.
Propuesto:
Considere que el mismo péndulo experimenta ademas una fuerza de roce viscoso F, = —~7.
Determine, usando el método del torque, la ecuacién de movimiento.
2. Momento angular de un sdlido rigido
Si se tiene un sistema de particulas, de masas m;, posiciones 7; y velocidades v;, se define
el momento angular del sistema como la suma de los momentos angulares de cada una de
las particulas

I - Y%L (13)

i
i

En lo que sigue vamos a considerar que el sélido tiene un movimiento plano. Es decir, la
velocidad del sélido estd en un plano (movimiento bidimensional) y la rotacién ocurre con
un eje perpendicular al plano de movimiento. Ademads, en este capitulo consideraremos sélo
el movimiento de rotacién en torno a un punto fijo.
Ejemplos de movimientos planos. En el ejemplo de la izquierda el sélido se traslada y el eje
de rotacién es perpendicular a la traslacion. En el ejemplo de la derecha el movimiento es
sélo de rotacion en torno al punto fijo.
Universidad de Chile oft fcfm
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En el caso de tener un sélido rigido que gira en torno a un punto fijo O (tal como los
descritos en la Unidad 3 y Unidad 4B), se puede descomponer el sélido en N particulas
individuales y luego se hace tender N — oo. Como es un sélido rigido, la distancia de cada
una de estas particula al punto fijo es constante p;, describiendo un movimiento circular de
ese radio en torno al punto fijo.

Si la velocidad angular del sélido en torno a O es w, entonces la rapidez de cada punto es
v; = p;w, perpendicular al vector posicion. Luego, se tiene

i X T = pipiwk = piwhk (15)

De esta forma, el momento angular total del sélido que rota en torno a un punto fijo es
EO = Zmlﬁ X 172 (16)
i

= Zmip?wl% (17)
— <Zm1p$> wl}: (18)

Lo = Io& (19)

donde se ha puesto el subindice “O” para indicar explicitamente que se mide el momento
angular respecto al punto fijo. Al pasar de la tercera a la cuarta linea se identificé el momento
de inercia respecto al punto fijo O. Ademas, se definié la velocidad angular vectorial & = wk
como el vector que tiene la maginitud w = 6 y cuya direccién estd dada por el eje de giro y
sentido por la regla de la mano derecha.

Universidad de Chile oft
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Se obtiene entonece que el momento angular total de un sélido es proporcional a su momento
de inercia, que es una propiedad intrinseca del cuerpo, y a la velocidad angular que mide
el estado de rotacién en cada instante. Esta relacién es andloga a la del mometum lineal
P = mv, donde m es una propiedad intrinseca del cuerpo y ¢ mide el estado de traslacion
en cada instante.
3. Ecuaciéon de torque para un sélido rigido
Se puede calcular la derivada del momento angular usando las expresiones (13) y (19). De
acuerdo a la primera expresion se tiene
i - Y@ (20)
i
= > 7 (21)
i
= 7_—;;otal (22)
donde T; es el torque sobre cada particula y Tioal €S la suma de los torques.
Por otro lado usando la segunda expresion se tiene
i = L) (23)
= — (loW
dat ¢
= Iod (24)
= o0k (25)
donde se ha usado que el momento de inercia es una propiedad del sélido y si éste es rigido,
entonces es constante en el tiempo.
Igualando las dos expresiones se tiene
IO("7 = 7?total (26)
IOek = 7_—:cotal (27)
Esta ecuacién es andloga a la ecuacién de Newton ma = Ftotal donde Ip juega el rol de la
masa asociada al movimiento de rotacién. La aceleracién angular (cambio en la velocidad
angular) es producida por los torques sobre el cuerpo. Dado un torque fijo, un cuerpo de
mayor momento de inercia tendrda una menor aceleracién angular. Es decir, el momento
de inercia indica la dificultad para cambiar (acelerar o frenar) el estado de rotacién de un
cuerpo.
Propuestos:
Se tienen dos discos de masa M y radio R, uno de ellos con la masa distribuida uniforme-
mente y el otro con la masa sélo en la circunferencia exterior. Si se aplica el mismo torque
T sobre ambos discos, cual acelerera mas.
Universidad de Chile oft fcfm
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Para los mismos discos anteriores, si ambos estéan girando con velocidad angular w. ;Al cudl
se le debe aplicar un mayor torque para que ambos se frenen en el mismo tiempo?

4. Torque sobre un sélido rigido

Para resolver la ecuacién de movimiento recién encontrada se debe calcular el torque total
sobre el cuerpo, el cual es la suma de los torques sobre cada una de las particulas 7;. Vamos
a ver que en general no es dificil de calcular. Para eso desarrollaremos la teoria general.

Sea un soélido que estd descrito como sistema de N particulas de masas m; y posiciones
7;. En general sobre cada una de las particulas se ejerceran fuerzas provenientes de las
otras particulas del sélido (por ejemplo, las fuerzas moleculares que lo mantienen rigido) y
fuerzas que son ejercidas por otros cuerpos. A las primeras se les llamard fuerzas internas
y se denotara por f:k la fuerza que la particula k le ejerce a la particula ¢. Al segundo tipo
de fuerzas se les llama fuerzas externas y se les denotard por F’ie"t. Asi la fuerza total sobre
la particula i es

Fy=> fu+F (28)
k
El torque sobre la particula i es entonces
o= 7ixF (29)
= STk o x P (30)

El torque total tiene una componente interna y otra externa. Calculemos primero la com-

—int = r
Tt = D Y Fi X fik (31)
i k
Como los indices son mudos, también se puede escribir

Trotal = erk X fi (32)
= _erk’xfzk (33)

donde para pasar de la primera a la segunda linea se usé6 el principio de accién y reaccion,
fri = —fir- Como (31) y (33) son validas, el torque interno se puede escribir también como
el promedio de las dos expresiones

Tiotal = % <ZZFZ X fix — szk X ﬁk) (34)
: ik
= 3 Z Z — %) % fik (35)

ponente interna:

Universidad de Chile oft
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El vector 7, = 7; — 7 es paralelo a la linea que une los centros de las particulas. Por otro
lado, se sabe que las fuerzas fundamentales de la naturaleza (electromagnetismo, gravitacion,
fuerzas atémicas, fuerzas nucleares,...) cumplen con la propiedad que la direccién de la
fuerza es paralela a la linea que une los centros de las particulas (por ejemplo, la fuerza
de gravitacién universal es Fj, = —Gmimati/ rfk) Debido a esa propiedad, los productos
cruz en (35) son todos nulos.
En consecuencia, el torque total de las fuerzas internas es nulo. Esta propiedad es muy
importante porque implica (de acuerdo a la ecuacién (26)) que las fuerzas internas no
provocan aceleracién angular. Dicho de otra forma, un cuerpo no se pone a girar de manera
espontanea.
Volviendo al torque total, sélo queda la componente externa
7_-’total = Zﬁ X FieXt (36)
i
ﬁotal = 7__8)@ (37)
donde se deja explicita la indicacién que el brazo de los torques se mide respecto al punto
fijo O.
5. Resumen
En resumen, la ecuacién de torque para un sélido rigido respecto a un punto fijo O se escribe
de las siguientes maneras
Iod = 75 (38)
Iobk = 75 (39)
donde Ip es el momento de inercia del cuerpo respecto a su punto fijo y
7= S B ()
i
6. Ejemplos
6.1. Movimiento del péndulo fisico
Se llama péndulo fisico al caso de un sélido rigido que puede girar libremente respecto a un
punto fijo bajo la accién de la gravedad.
Universidad de Chile oft fcfm
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En la figura se representa el péndulo fisico que esta sujeto del punto fijo O. El centro de
masa del cuerpo esta indicado por una G. Las fuerzas externas que actian sobre el cuerpo
son su peso mg y la fuerza de sujecién en el punto fijo R. Esta fuerza, también llamada
de reaccién es la que impide que el cuerpo caiga (por eso tiene una componente vertical),
como también impide que el punto O se mueva hacia los lados (por eso, tambien tiene una
componente horizontal). De esta forma, la fuerza de reaccién tiene una magnitud y direccién
en principio desconocidas que se deben determinar de las ecuaciones de movimiento.

La fuerza de reaccién actia en el punto O. Luego, su torque es nulo pues el brazo es
nulo. Aqui nuevamente se ve la utilidad del método de torques porque permite describir el
movimiento eliminando las fuerzas desconocidas.

El torque de las fuerzas externas se reduce entonces al torque del peso, que como se vio en
la Unidad 4A, actia sobre el centro de masa del cuerpo.

o= (41)

= —mgRg sin 0k (42)

donde Rg es la distancia del centro de masa al punto fijo y el signo se obtuvo de la regla
de la mano derecha.

La ecuacién de movimiento es entonces

Io6 = —mgRgsind (43)

i = —(ngG)siHQ (44)
Io
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ecuacion que es muy parecida a la del péndulo simple, pero ahora depende de la forma del
cuerpo a través del momento de inercia.

Propuesto:

Encuentre la ecuacién de movimiento de un péndulo fisico formado por una barra de largo
L y masa m, que cuelga de un extremo.

iLa aceleraciéon angular es mayor o menor que la un péndulo simple? ;Por qué?

6.2. Polea con masa

Considere una polea de masa M, radio R y momento de inercia I que esta sujeta por su
centro en O. De la polea cuelga una cuerda ideal en cuyo extremo esta sujeta una masa m.
Se busca saber cémo gira la polea.

x7 MR

o

Sobre la polea actiian tres fuerzas externas: su peso mg, la reaccién del soporte en O R y
la tensién de la cuerda T'. Las dos primeras fuerzas no ejercen torque respecto al punto fijo
O pues su brazo es nulo. La tensién se aplica en el extremo del circulo, a una distancia R
del centro. Como el vector que va del punto O al punto de aplicaciéon es perpendicular a
la tension, el brazo es simplemente R. Por tltimo el sentido del torque es, de acuerdo a la
regla de la mano derecha, un vector que sale del plano hacia afuera (segin l%) Luego

7S¢ = RTk (45)

Se debe notar que si la cuerda hubiera estado sujeta en el borde derecho del circulo, el
torque habria sido —RTk.

Luego, la ecuaciéon de movimiento de la polea es

Ipa = RT (46)

Universidad de Chile oft fcfm
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El movimiento de la masa m se determina de la ecuacién de Newton. Tomando el eje y
vertical hacia arriba se tiene
ma =T —mg (47)

Se tiene, ademds, la relacion cineméatica

a=—Ra (48)

[

donde el sigo aparece porque cuando la polea gira en su sentido positivo, la masa baja

(es decir, se mueve en sentido negativo).

Reemplazando (48) en (47) se obtiene

T =mg — mR«a (49)
que al reemplazar en (46) da
mgR
= It 50
@ Ip + mR? (50)

que muestra que la polea acelera debido al torque de la masa que cuelga. Un mayor momento
de inercia provoca que la polea acelere mas lentamente debido a que cuesta més hacer girar
a la polea.

La aceleracién de la masa m es
a = —Ro (51)

g
1 —l—[o/MR2

lo que indica que acelera mas lento que g. Nuevamente, esto es producto de la inercia de la
polea.

Propuesto:

Determine la aceleracién angular de
una polea que tiene dos radios don-

de se enrollan las cuerdas y de la que (*) M. |
cuelgan dos masas. Indique la condi- " ’

cién critica para que la polea gire en (@)
uno u otro lado.

Universidad de Chile oft fcfm
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7. Lecturas Recomendadas

Como los capitulos de los libros cambian de ediciéon en ediciéon, no es posible dar una
indicacién general de cual capitulo leer.

Sin embargo, para las ediciones que estan en la biblioteca se recomienda.

= Serway, Secciones 10.6, 10.7, 11.1, 11.2, 11.3 y 11.4

= Tipler y Mosca, Fisica para la Ciencia y la Ingenieria, Secciones 9.3, 9.4, 9.5, 10.1
(opcionales 10.2 y 10.3)

= Cualquier libro de Fisica en los capitulos de Rotacion o Dindmica Plana de Sélidos
Rigidos.
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o N Ot = W N

En una primera caracterizacién del movimiento de cuerpos sélidos, en relacién a sus contactos
con elementos externos, podemos identificar dos casos de interés particular:

= aquellos movimientos de rotacion pura en torno a un eje fijo; y

= aquellos movimientos de rodadura sin resbalamiento.

Ciertamente estos no son los (nicos casos concevibles. Podemos agregar movimientos com-
puestos de rotacidn y traslacién (como un boomerang en el aire), y de rotacién con resbalamiento
(como el neumatico de un vehiculo al partir resbalando).

Si pensamos especificamente en una rueda, en la figura de mas abajo ilustramos una rueda
dentada que gira, sin deslizar, sobre una superficie igualmente dentada. Cuanto los dientes P y
Q entran en contacto no hay deslizamiento mutuo, de modo que la velocidad instantdnea relativa
entre ellos es nula. Puesto que el engranaje inferior estd en reposo, entonces Q necesariamente
esta en reposo instantdneo. Esta idea se extiende a la rueda que no resbala de la derecha, donde
observamos que el punto Q de la rueda en contacto con el plano estd en reposo instantdneo.
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Entre Py Q la velocidad relativa es casi nula Entre Py Q la velocidad relativa es nula

0.1. Rotaciones en torno a eje fijo

En la unidad anterior abordamos el estudio de la Mdquina de Atwood, consistente en un disco
de dos cantos que gira en torno a un eje fijo debido a cargas dispuestas asimétricamente. Si I,
es el momento de inercia del disco con respecto a su eje de rotacién ('o'), entonces el torque
externo con respecto a ese eje (7,) induce una aceleracién angular &@ (alfa), determinada por

dL

0:7:10_'- 1
To= 4 a (1)

Recordar que esta es una relacién vectorial. Sin embargo, para cuerpos planos (y si "o’ es escogido
en el plano del papel), entonces los torques resultantes son perpendiculares a este plano. Si k
es un vector unitario saliendo del (o entrando al) papel, entonces podemos expresar

T, = Tok; a=ak,

con lo cual obtenemos la relacién para las componentes

To = I .

En la figura de mas arriba se ilustran dos casos de rotaciéon en torno a un eje fijo: el de la
méquina de Atwood (izquierda) y el de una rueda que puede girar (a modo de péndulo) en
torno al eje P. Ambas se rigen por la misma ecuacién del movimiento 7y;;, = If;j,, donde el
eje fijo se ubica en O y P, respectivamente.

De forma muy general, la ecuacién de torques (1) es valida cuando ellos se evaltian con respecto
a un eje instantdneamente en reposo (eje instantaneo de rotacion), siendo el momento de inercia
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evaluado con respecto a ese eje. Por lo tanto podemos aplicarla a una rueda que rota sin resbalar,
donde el punto de contacto estd instantdneamente en reposo. Asi,
dLc
To=——=1I¢ca. 2
0="C =1 @
0.2. Rueda sobre plano inclinado
Estudiemos el caso de una rueda de masa M y radio R rodando sobre un plano inclinado con
roce. No hay resbalamiento (gracias al roce), de modo que el punto de la rueda en contacto con
el piso estad instantdneamente en reposo. Denotamos ese punto por 'C’. Denominando 'objeto’
a la rueda, entonces las fuerzas externas actuando sobre ella son:
x
1. Peso (magnitud Mg hacia abajo)
2. Fuerza de contacto, que descomponemos en normal (componente N _L al plano inclinado)
y fuerza de roce (componente f a lo largo del plano).
Podemos escribir la ecuacién para el movimiento traslacional del centro de masas (CM), F=
Mad, donde d representa la aceleracién del centro de masas de la rueda. Para este ejemplo
especifico,
Mg+ f+ N =Ma,
que proyectadas seglin los ejes & e segln y conducen a
Mgsing—f = Ma, (3)
—MgcosB+N = 0 — N=Mgcosf, (4)
queddndonos 2 incégnitas (f y a,), pero sélo 1 ecuacidn.
ADVERTENCIA: la igualdad f = uN es valida sélo en el limite del resbalamiento.
Cuando ello no se especifica, entonces se estd en el regimen f < uN. Se trata de una
desigualdad, por lo que f y N se deben manejan como variables independientes.
Universidad de Chile oft fcfm
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Ahora, si aplicamos la ecuacién de torques con respecto al punto de contacto, es facil verificar
Tc(Mg) + 1c(f) +7¢(N) =Ica  — MgRsinf = Ica

0.3. Consideraciones geométricas
En el caso de una rueda que rota sin resbalar sobre una superficie, el desplazamiento de su centro
se relaciona de forma muy simple con la rotacién angular que experimenta. Para fijar ideas, en
la figura de mas abajo se ilustra una rueda de radio R en contacto con una superficie rectilinea.
Al desplazar el centro de la rueda en dx, esta rota angularmente en §6. La huella impresa sobre
la superficie coincide con el arco Rdf. Asi,

ox = RO
Si estas variaciones transcurren en un lapso dt, entonces

ox 00

— =R—,

ot ot
de modo que al tomar el limite 6t — 0,

v= Rw .
La velocidad v (instantdnea) corresponde a la de traslacién de su centro. Derivando ambos
términos de la igualdad obtenemos
a=Rw=Ra«a
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RESOLUCION DEL PROBLEMA DE LA RUEDA.
Resumimos para el ejemplo de la rueda de masa M y radio R, que rueda sin resbalar sobre un
plano inclinado en un angulo 3 con respecto a la horizontal. Hemos encontrado cuatro relaciones que
determinan completamente su movimiento:
Mgsing—f = Mas, movimiento segin x (5)
—MgcosB+N = 0 movimiento segin y (6)
MgRsinf = Ica movimiento de rotacién (7)
az = Ra restriccién de no resbalamiento (8)
Si queremos obtener a., de la Ec. (7) se tiene que @ = MgRsin 3/I¢c, que sustituida en la Ec. (8)
nos da para ay
2
ag =g sin 3 .
Recordar que I¢ es el momento de inercia con respecto a un eje que pasa por el punto de contacto.
Si denotamos por Icas al momento de inercia que pasa por el centro de masas de la rueda, entonces
el teorema de Steiner nos permite afirmar que Ic = M R? + Ica. Con lo anterior,
gsin (8
Ay = ——————— .
* 7 14 Icm/MR?
Un par de alcances destacables sobre este resultado
= Notar que la aceleracién del centro de masas es constante, de modo que su velocidad asociada
se relaciona con el desplazamiento mediante
Uvag = 2a, Az .
= Notese que si Icnm = 0, se obtiene el resultado conocido para un cuerpo resbalando sin roce:
az = gsin 3. jEs esto razonable?.
» La ecuacién (5) para el roce f sugire una aceleracién limite (;mdxima o minima?) que garantice
no resbalamiento. Se deja propuesto determinar el angulo 3 maximo que garantice que la rueda
no resbala.
= Una esfera maciza tiene un momento de inercia 2MR2/5 con respecto a un eje que pasa por
su centro. Verifique que en tal caso
az = (5/T)gsin 8 ~ 0.71gsin 3 .
Se deja propuesto comparar este resultado con un disco y un aro.
= La caida de un 'yo-yo' es una extensién natural del problema de la rueda: hacer 8 — w/2,
sustituir f — T, la tensién del cordel del yo-yo. En este caso se propone calcular la tensién del
cordel.
0.4. Energia en rodadura perfecta
Si la rueda estd en una configuracién A y evoluciona a otra B, entonces la diferencia de energia
cinética entre los dos estados es igual al trabajo realizado por todas las fuerzas en la evolucién.
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ESTADO A

EVOLUCION A->B

ESTADO B

Considerando la energia mecanica E como la suma de la cinética K y potencial gravitacional
Uy, entonces
(K +Uy)p = (K +Uy)a + W4_p(resto de las fuerzas)

donde Wy _. g(resto de las fuerzas) corresponde al trabajo en la evolucién A — B de todas las
fuerzas que no sean gravitatorias. En el caso particular de la rueda sobre el plano inclinado hay
tres fuerzas a considerar:

= El peso: ya incluido en el término de energia potencial;
= La normal: no trabaja, es decir W4_,g(normal) = 0;

= El roce: no trabaja puesto que no hay deslizamiento mutuo entre la rueda y el piso, con
lo cual Wa_,pg(roce) = 0.

Con lo anterior podemos escribir
Kp =K+ MgH (9)

La energia cinética en cada caso se puede obtener considerando el movimiento de la rueda como
de rotacién pura en torno al punto de contacto, es decir

1
K = §I0w2 .

Podemos obtener I utilizando el teorema de Steiner, Ic = M R? + Iy, con lo cual

2MgH

2 _ 2
WB_WA+MR2+ICM'

Nuevamente imponemos la condicién de rodadura sin resbalamiento, vp = wpR, va = waR,

con lo cual oM oI 03
2 2 9 2 gsm
= — 7 = 2| ————— | Ax.
VBT VAT NRE { Toa AT <1+ICM/MR2> v

En esta ultima hemos usado H = Az sin 3 (ver figura de mds abajo).
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De esta dltima relacién inferimos por simple inspeccién que la aceleracién lineal del centro de
la rueda es )
gsin 8
a = —-----m—
* T 14 Icy/MR2
coincidente con la obtenida mediante la aplicaciéon directa de las leyes de Newton. Era un
resultado exigible, dado que la relacién energia-trabajo se obtiene de las mismas leyes.
0.5. Comentarios sobre la relacién 7= Ia
Hasta ahora hemos aplicado la relacién 7p = Ipd a todo punto P instantdneamente en reposo.
Sin embargo, como veremos a continuacién, esta relacién tambien se puede aplicar cuando P
coincide con el centro de masas del sélido. Por lo tanto,
Tom = Iopa .
En la figura de mas abajo se esquematiza un sdélido con eje instantaneo de rotacién en P. Las N
fuerzas externas se representan por los vectores de color verde y se rotulan mediante subindices
i,coni=1,---,N.

1. Denotamos por R la ubicacion del CM con respecto a P.

2. En torno a P, el CM describe un arco infinitesimal de circunferencia. Su velocidad V' es
perpendicular a R. Se comprueba que V =& x R.

3. Puesto que el centro de masas describe (entre t y t + dt) un arco de circunferencia, su
aceleracién tendrd dos componentes: una radial (segtin —R) proporcional a V2/R, y otra
tangencial (perpendicular a R y a w) de valor aR. Entonces,

V2. -
i=—-—R+dadxR. (10)
R
4. Si rotulamos con {1,---,i,--- ,N} los puntos de aplicacién de las N fuerzas externas
sobre el sélido, y por R al vector que une P con CM, entonces
=R+ pj.
Aqui 7; localiza i con respecto a P, y p; al mismo punto con respecto a CM.
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5. La ecuacién de torques, con respecto a P, se escribe

leﬁ1+F2Xﬁ2+"‘:IF& (11)

6. Sustituyendo 7; = R+ Pi, Yy reagrupando términos,

—

AXFi+ g x Fy+ -+ Rx (Fi+Fy+--.) = Ipa

7. Claramente p X ﬁl ~+ po X ﬁg +--- = Tcowm, el torque neto con respecto a CM. Ademis de
lo anterior, reconocemos ﬁl + ﬁg + .- = Mad, con @ la aceleracién del CM. Sustituyendo
n (11) obtenemos
Toum + R x (Mad) = Ipa .

8. Al reemplazar @ de la Ec. (10), usando que Rx R = 0, se tiene
Fom + R x (M@ x R) = Ipa .
9. Se pide que verifique la identidad R x (Ma x ﬁ) = M R?@, con la cual

fou = (Ip — MR?) @ ,
N———
Iom

vale decir,
Tom = loud .

0.6. Apéndice

Una aplicacién MatLab interesante es dibujar la trayectoria de los puntos de una rueda cuando
este rueda sin resbalar.

x=X+rho*cos(theta)
y=R-rho*sin(theta)

WA
N

Sitomamos el eje x la direccidén del movimiento del centro de la rueda, y el angulo 0 creciente en el sentido horario,
entonces podemos decir que las coordenadas (X,Y') del centro del disco quedan descritas me-
diante

X=RI, Y=R.
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Esta construccién garantiza que para 6 = 0, el centro de la rueda se ubica en (0, R). Las
coordenadas (x,y) de un punto P en la rueda estd dada simplemente por
x = X+ pcosf (12)
R — psinf . (13)
Si dividimos ambas igualdades por R y denotamos h = p/R, entonces
zp=x/R = 0+ hcosf (14)
yr=y/R = 1—hsinf, (15)
con 0 < h < 1. Juegue con la siguiente rutina MatLab, modificandola a gusto, para visualizar lo
que resulta. Al hacer h = 0 se estd identificando el centro de la rueda, cuya trayectoria debiera
ser recta. Al hacer h = 1 se identifica un punto en la periferia de la rueda. Cualquier valor
intermedio identificard puntos al interior de la rueda.
theta_a=0; theta_b=6*pi; dtheta=pi/30;
theta=theta_a:dtheta:theta_b;
h=1;
xr=theta+h*cos (theta) ;
yr=1-h*sin(theta) ;
plot(xr,yr)
axis([0,theta_b,0,3]);
Referencias:
La rodadura perfecta de un cuerpo rigido se presentan en
= Seccién 11,1 del libro Fiisca de Serway, Tomo |, 3ra edicién.
= Secciones 9.7 del libro Fisica para la Ciencia y Tecnologia de Tipler.
= Secciones VI.7 del libro introduccién a la Mecdnica de N. Zamorano.
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