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Estabilidad de Sistemas Realimentados
en el Dominio del Tiempo
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo
Ejemplo: Control de un Cohete

0(s) 1
a(s) s(s+6)(s+0.13)

u?—’ K - Cohete 9,

0(s) K
R(s) s(s+6)(s+0.13)+K
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Ecuacion caracteristica: s° +0.73s” +0.078s+K =0

VAR
K=0.002 - 81’2’3: '0607, '004, '0084
K=0.01 > Sl 2, 3: '063, 'OOSZI:OI 16_]

K=1 - S105=-1.27; 0.275+0.84] ;
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Criterio de Routh-Hurwitz:

Ec: q(s)=a s"+a_s""'+---+as+a,=0

Interesa saber si hay raices en el semiplano derecho.
Para que exista estabilidad se requiere:

* Coeficientes del polinomio q(s) sean todos del mismo
S1ZNo.
 Coeficientes distintos de cero.
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Tabla de Routh — Hurwitz:

S an an—2 an—4 bn—l — ! !
n-1 Ay [@n By

S an—l an—3 an—5 ! ! !
n-2 —11a d

S b,, b, b, b _,=—1 " n-

Sn_3 C., C . C,_. A, 1 [ Apss
: C . _1 an—l an—3

n-1
SO X bn—l bn—l bn—3
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Criterio de Routh — Hurwitz:

El nimero de raices de q(s) con partes reales
positivas es igual al nimero de cambios de
signo de la primera columna de la tabla.
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Ej: Cohete - q(s)=s>+0.73s> +0.078s+K K >0
S’ | 0.078 0

S? 0.73 K 0

g 0.056—K -
0.73

S’ K

El sistema es estable s1 0.056 - K> 0=>K <£0.056
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Caso particular: Ceros en la primera columna
q(s)=s> +2s* +2s° +4s* +11s+10

S 1 2 11 0

S* 2 4 10
S 0 e~0
S? 10 O . .
1 o Hay dos cambios de signo,
S d, 0 _ ,
0 10 entonces existen 2 raices con
> parte real positiva
4e—12 12 X
€, = - =—?<O porque €~ 0
d1:6cl_108—>6>0 0
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Estabilidad en el Dominio del Tiempo

Problema: Determine el rango de valores de K
para la estabilidad de un sistema de control con
retroalimentacion unitaria cuya funcion de
transferencia de lazo abierto es:

K

() = s(s+1)(s+2)

Analice para diferentes K.
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Criterio de Routh — Hurwitz
para Sistemas Discretos

Se requiere de una transformacion bilinear desde el
plano Z al plano ® (no frecuencial!ll).

®+1 z+1
7= > () =
®—1 7z—1

Plano w

12
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Criterio de Routh — Hurwitz

para Sistemas Discretos

S1: 0=06+]v

Estabilidad para sistemas discretos :

w+1

— <1

®—1
G-I—J:V-I—l <1_)\/((5+1)2+V2 <1
c+jv—1 \/(6_1)2+V2

(cs+1)2+v2 <(cs—1)2+v2 —)G<O(—)‘Z‘<1
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Criterio de Routh — Hurwitz
para Sistemas Discretos

Nota: El plano o es similar al plano S, pero no 1gual.

: 4 , . (0 + 1
Sustituyendo en la ecuacion caracteristica z = —1
(D I

P(z)=a,z"+---+a_,z+a,=0
o+1) o+1

—>a,—— | +--+a | ——|+a,=0
o—1 o—1

Q(®w)=b,0" +b,o" " +---+b_=0

Entonces con este polinomio se puede aplicar

el criterio de R - H de manera similar que a sistemas continuos

14
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METODO DE JURY (Tiempo Discreto)

n—1

A(z)=a,6-z"+a, ,-z" " +--+a,-z+a,

! |a, a, a,--a,--a,, a

n

a, a,, - a, a,

2

3

4 b,, b, - b b
> C

Cop € € ne2
ad, d, ; b, b, .,
b, = c, =
b b
an ak n—1 k
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* El polinomio es estable s1 solo si:

(1) A, (1)>0

2) A,(-1)>0, n par
<0, n impar

3) a,<a,>0

4) b, >b,

) ¢, >

Cn—2

(n+1) Ay > b
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Lugar Geométrico de las Raices
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Lugar Geometrico de las Raices

r(s) J@—» K 1 G(s)

H(s)

y(s) _ KG(s)

r(s) 1+KG(s)H(s)
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Lugar Geometrico de las Raices

 Ecuacion caracteristica:
1 + KG(s)H(s) =0

B(s)
A(s)

0 bien 1+ K= _

A(s) , polos en lazo abierto de G(s)H(s).

B(s) , ceros en lazo abierto de G(s)H(s).
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Lugar Geometrico de las Raices

* Definicion: Lugar geometrico de las raices del plano s
es donde se mueven los polos al variar K.

<K<

* Si i(s) _P(s) )
(s) » 1 +KP(s)=0

20
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Lugar Geometrico de las Raices

« Como s es una variable compleja, se puede
escribir en notacion polar.

P(s) = [P(s)| £P(s)

* Entonces la ecuacion caracteristica queda:
1 +|KP(s)| ZKP(s) =0
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Lugar Geometrico de las Raices

* De forma equivalente:
IKP(s)| ZKP(s) = -1

—[KP(s) =1 y  /KP(s)=+180°

-1 180°\
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Lugar Geometrico de las Raices

* Ejemplo: + ) K L
(s+1)°
— Ecuacion caracteristica: 1+ K -0
(s + 1)2

Polos: s=—1i\/§j

23
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Lugar Geometrico de las Raices

Jo Si se desea ¢ = 0.7,
calcular K.

N A— +i El polo s* debe cumplir:
1, o K
g — =1
(s +1)

— K =1

24
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1)

2)

Procedimiento para graficar el
LGR

Sistema general: 1 +KG(s)=0

Ecuacion caracteristica:

—-
»n
_I_
N
N—

1+ K- =0

m

H(S+Pj)

J=1

K = 0 ; raices = polos de la planta.

K = o0 ; raices = ceros de la planta.

25
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Procedimiento para graficar el
LGR

3) El LGR existe en el ¢je real siempre que a la
derecha del mismo el niumero de polos y ceros sea
impar.

4) Como los LGR (trazos) se 1nician en los polos y
terminan en los ceros, el nimero de LGR es 1gual

al Max {#p,#z}.

5) Los LGR son simétricos con respecto al eje real

(raices complejas conjugadas).

26
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Procedimiento para graficar el
LGR

6) S1#ceros <#polos y #polos - #ceros = N,
entonces N polos del LGR deben terminar en
ceros en el infinito.

Estas raices se dirigen a infinito aproximandose a lo
largo de asintotas a medida que K — .

P27

Hp—H#z

Punto de partida de las asintotas =

27
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Procedimiento para graficar el
LGR

Angulo de las asintotas con respecto al eje real:

g _ (21 +1}180° A=0,12 ... H#p - #z-
| #p—#z

7) El punto en el cual el LGR cruza el eje imaginario
se calcula usando el criterio de Routh-Hurwitz.

28
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Procedimiento para graficar el

8) El punto de salida de los polos del LGR del eje real se
calcula como:

dK d| 1 | 0
ds ds\ G(s)
Las soluciones de esta ecuacion que pertenecen al LGR

del eje real son los puntos de salida y/o llegada al eje

real. 1
S1 1+KG(s) =0 >K=——=

G(s)
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Procedimiento para graficar el

9) El angulo de salida de un polo o el angulo de llegada
de un cero en el LGR pueden determinarse por el
criterio del angulo de fase.

+180° (21 +1) Z/KG(s) = +180°
Lz—/p=180°

30
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Ejemplo

* Sea (s + 1)
G(s) =
(s) (s+3)(sir2—j)(s+2+j)

 — —+1

X | D >

4 3 2 -
O Ceros

i X Polos
A 31
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Ejemplo

_ (s+1)
G(s) = (s + 3)(sA-|— 2 — J)(S +2+ J)
 — —+1
4 3 2 -

Zona del eje real

donde existe el LGR e —+ -1
D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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Ejemplo

_ (s+1)
G(s)= (s+3)(s+2—j)(s+2+j)

A
i A
X + 1
90°
| ¥ D >
4 13 2 -1
| T O Ceros
| K Polos
Punto de partida | » 1 13
de las asintotas | D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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180°= 0,

FEjemplo
0,6, -0, -0, =180°

135°-0, —45°-90° =

=—180°

\ A
\
i + 1
/N1
/1N
VAR
/ | \
A R
2 B
/ \ 4
/ | \
/ | \
/ | \
S \ G
/ 0, \
| K—72— o3 >
4 3 2
|
|
|
| i
|
|
|
|
L4
— +-1

D.Saez. EL42D Control de
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LGR para Sistemas Discretos

KZ 1_ e-TS
R NS >
z-1 S
Controlador Z0OH
Integral

1
(s+1

)

G, (s)

:Z_lz(l_ | \:Z—l(
zZ s s+1 Z \Z

]—e!

—-T
Z—¢C
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LGR para Sistemas Discretos

S1 G(z) representa el lazo abierto, entonces:

G(2)= Gy (2)2(G, (5)G, ()= K2 1=

z—1z—e!

Si %Z(IZ) 0.6321Kz
(z-1)z-0.3679)

37
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LGR para Sistemas Discretos

* Punto de partida del ¢je real
1+KG(z)=0

[, Ko.e321z
(z—1)z-0.3679)

B —7°+1.362+0.36
0.623z7

dK B —7z°+0.36 B

dz 0.6237°

K

0 — 7z =710.6

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile

38



LGR para Sistemas Discretos

* Corte en el eje imaginario (Para LGR discreto y

no para estabilidad)
K0.6321z
1+ =0
(z—1)z-0.3679)

2z’ —1.362 +0.36 + 0.63Kz = 0
Siz=jo (jo) -1.36jo+0.36+0.63Kjo=0

®+036=0 = o==0.6]

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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LGR para Sistemas Discretos

Ajw

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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Diseno de Controladores con LGR

* Ejemplo: Determine el valor de o tal que la relacion de
amortiguamiento ¢ de los polos dominantes en lazo
cerrado sea 0.5.

+ 10

S+a4> |

s+8 S(S"'l)

41
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y(s) 10(s + o)
r(s) S(s+1)s+8)+10(s +a)

» Ecuacion caracteristica: s(s 4 1)(5 n 8)+ 1()(5 n oc) -0
s> +9s” +18s+10a=0
10a

1Jrs(sz+9s+18):0

e« S1K=10aa = K
1+ : =(
s(s +9s+18)

42
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Polos: s=0, s=-3, s=-6.

El LGR sobre el eje real existe entre (-,-6) y entre (-
3,0).

Como no tenemos ceros, habran tres asintotas. #p - #z
= 3.

Punto de partida de las asintotas:

Xp-2z _=-6-3_
Hp—#z  3-0

43
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» Angulo de las asintotas: 180° (2 +1)
— =0 = 60° e
- A=1=180°
— A=2 = 300°

* Cruce con el eje imaginario (K critico). Aplicando
Routh-Hurwitz.

— g3 1 18
o ek ¢ K<162
| 0 o K>()
- S 162 -K
9

_ 0 K —K critico = 162
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* Punto de salida del eje real.
i(_;j 0
ds\ G(s)

di(—( 495’ +185)): 0
:i 35" —18s-18=0

<87 +65+6=0

= s=-4.73  (no hay LGR)
s=-1.27  (punto de salida)

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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« Si¢=0.5, entonces O=cos!(¢) = 60°
* Polos dominantes =-1 £ 1.72]

* Aplicando condicion de magnitud

KG(s) =1
K

=l=>K=28=2a=2.3

s® +9s” +

18s s=—1%1.72j

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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Diseno de Controladores
utilizando Lugar Geometrico de las Raices

47
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Diseno de Controladores con
[.LGR

 Se realiza a partir de la especificacionde §y ®,
para un par de polos dominantes.

* En primer lugar se debe entender el efecto de
anadir polos y ceros en la funcion de transferencia
de lazo abierto.

48
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Diseno de Controladores con LGR

» Efecto de la adicion de polos

UUUUUUUU

uuuuuuuu
......

RRRRRR

Real Axis

Real Axis

* El LGR se mueve a la derecha, disminuyendo la
estabilidad relativa y aumentando el tiempo de

estabilizacion.

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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Diseno de Controladores con LGR

 Efecto de la adicion de ceros

RRRRRRRR

* El LGR se mueve a la 1zquierda, el sistema se vuelve
mas estable y disminuye el tiempo de estabilizacion.

50
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1)

2)

Diseno de un Controladores de
Adelanto utilizando LGR

Trace el LGR del sistema no compensado,
ubicando los polos dominantes deseados del
sistema.

Determine el angulo deseado del sistema
compensado en base a las especificaciones del
problema. A continuacion determine el angulo ¢
necesario para que el sistema no compensado
cumpla con las especificaciones de diseno.

51
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Diseno de un controlador de
adelanto utilizando LGR

3) Fijando entonces el compensador de adelanto como
Ts +1

G =K
C(S) c als +1

4) Luego, corresponde fijar la posicion del polo y del cero
del controlador. Para esto, se fija una linea que parta desde
el origen hasta el punto P, el cual corresponde a la
posicion del polo deseado, y desde éste se traza una linea
horizontal en sentido negativo.

52
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Diseno de un controlador de
adelanto utilizando LGR

5) Se dibuja la bisectriz del angulo
formado por las lineas trazadas
anteriormente. De modo que a
cada lado de la bisectriz se
agrega un angulo cuya medida
sera 1gual a la mitad del angulo ¢
calculado antes.

(Existen otras soluciones también)

Im

/

\ NCRESN

Bisectriz

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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Diseno de un controlador de
adelanto utilizando LGR

6) Luego, los puntos del ¢je
real que se intersectan con
las lineas de los angulos
corresponderan a la P
posicion de polo y del
cero del controlador de
adelanto. Con esto se hara

cumplir la condicion de 7

angulo del LGR. Polo 2 g

Im

/ VJCero

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile

54

Re



Diseno de Controlador de Adelanto
utilizando LGR

7) Entonces el valor del polo permitira calcular T,
mientras que con el cero y T se podra calcular a.

8) Finalmente, para calcular el valor de K en la red
de adelanto, se usara la condicion de magnitud del
LGR, donde que el modulo del sistema controlado

debera ser 1gual a 1.
1+Ts
TKO!

aTs +1 Gls), =1

55
D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile



Diseno de Controladores de

Adelanto utilizando LGR
* Ejemplo:

i > 4 >
T% s(s+2)

Ecuacion de lazo cerrado del sistema no controlado:

ys)_ 4
r(s) s’ +2s+4

Polos del sistema no controlado: s,, =-1% j+/3
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Diseno de Controladores de
Adelanto utilizando LGR

Para este sistema, = 0.5, o, = 2.
Mientras que la constante de error estatico K, = 2.

Se desea disenar un controlador de modo que los
polos del lazo cerrado conserven su razon de
amortiguamiento (¢ = 0.5) y tengan una velocidad
angular o, = 4.

57
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Diseno de Controladores de

Adelanto utilizando LGR

Los polos deseados del

sistema controlado son: N 1

Sl’2 =2+ ]2\/§ / E 2\/5
Polos de la planta

0

Polos deseados ;
Entonces, primero \ % e , I

se debe calcular el AN S
angulo de la planta |
en el polo del lazo

cerrado. S =23

D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile
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Diseno de Controladores de
Adelanto utilizando LGR

4

=/ =-210°
=-2+j23 S(S + 2) i

=—2+j24/3

LG(S)L

Por lo tanto, el angulo ¢ que el controlador de
adelanto debe aportar sera -180° + 210° = 30°.

A continuacion, se deben ubicar el cero y el polo
del controlador usando el angulo ¢/2.

59
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Diseno de Controladores de

Adelanto utilizando LGR
Como ¢ = 30°, se
colocara un angulo de A
15° a cada lado de la
bisectriz, de modo de
indicar la posicion del
polo y el cero del
controlador de
adelanto.

(existen tambi€n otras Bisectriz
soluciones)

60
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Diseno de Controladores de
Adelanto utilizando LGR

Por lo tanto, del dibujo se aprecia que la posicion de
polo es s =-5.4 y la del cero es s =-2.9.

Luego, el controlador de adelanto se podra escribir

como.: 1
S+—
2.
G.(s)=K I _g37T )
1 s+54
S+——
al

Donde T=0.345, a=0.185
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Diseno de Controladores de
Adelanto utilizando LGR

Finalmente, soOlo falta calcular K del controlador de

adelanto, para lo cual se usa la condicion de
magnitud del LGR.

K(S+29j 4 —1
s+5.4 S(S+2) s=—2+723

— K=4.68

s+2.9
G =4.68
= C(S) (54—5.4)
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Procedimiento de Diseno para

Controladores de Atraso
utilizando LGR.

1) Trace el LGR para el sistema no compensado G(s)
con las especificaciones de respuesta transitoria,
ubique los polos dominantes del LGR.

Ts+1
BTs +1

2) Compensador G _(s) = K

Calcule G (s)G(s)

63
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Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR

3) Calcule la constante de velocidad estatica especificada.

4) Determine la magnitud de aumento del coeficiente de
error estatico para satisfacer requerimientos.

5) Determine el polo y el cero del G (s) que produce el
aumento necesario del coeficiente de velocidad estatica,
sin alterar mucho el LGR.

64
D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile



Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR

6) Trace un nuevo LGR para el sistema compensado.
Ubique los polos dominantes el lazo abierto.

7) Ajuste la ganancia K¢ del compensador partiendo
de la condicidn de magnitud tal que los polos
dominantes del lazo cerrado queden en las
ubicaciones deseadas.

65
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Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR
* Ejemplo:

* R 1.06 R
T% s(s+1)(st+2)

Ecuacion de lazo cerrado del sistema no controlado:

1.06
s(s+1)(s+2)+1.06

Polos dominantes: s =-0.33+ j0.58
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Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR

Para este sistema, { = 0.5, o, = 0.67.

Mientras que la constante de error estatico K, =
0.53.

Se desea incrementar K hasta casi 5 [s7!] sin
cambiar de forma notable la ubicacidon de los polos
dominantes en el lazo cerrado.

67
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Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR

El compensador de atraso se puede escribir como:
1
S + ?
Ge (S ) =K.

1
S+——

rp
Para aumentar K, en un factor 10, se selecciona
=10, de modo que si elegimos el cero en s =-0.05,
entonces el polo quedara ubicado en s = -0.005.

El angulo que aporta este controlador cerca de un

polo dominante es pequeio, alrededor de 4°.
D.Saez. EL42D Control de Sistemas. U. Chile




Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR

Por lo tanto, la funcion de transferencia del sistema
compensado tendra la forma de:

s+0.05 1.06
©5+0.005 s(s+1)(s+2)

G.(s)G(s)=K

Si K = 1.06K .

GC(S)G(S)ZK s +0.05

s(s+1)(s +2)s+0.005)
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Diseno de Controladores de Atraso
utilizando LGR

Para esta configuracion, los polos dominantes son:

5., =—0.31% j0.55

Finalmente, aplicando la condicion de magnitud se
obtiene el valor de K.

1.06(s +0.05)
: S(S + 0.00S)(S + 1)(S + 2)

—K.= 0.9656

K =1

s=—0.31+0.55
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Diseno de Controladores Discretos

utilizando LGR
* Ejemplo
i Controlador | -, 1
Digital ZOH S(S n 2)

 Disefiar un controlador digital que posea un ¢=0.5,
t.=2[s] yT=0.2][s].
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Diseno de Controladores Discretos

utilizando LGR
. . 4 _4
Tiempo de asentamiento ’s = o 2 =0,=

zZl=e " =™ =0.6703

/z=Tw A1-&E* =02:44/1-0.25 = 0.6927 [rad |

z=05158+ j0.4281

Polos dominantes:
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Diseno de Controladores Discretos
utilizando LGR

Discretizando la planta por medio de un retenedor
de orden cero.

1_ e—0.2s 1
G(z) = ZOH-P(s) = z( : (S - 2)D

= G(2)- O.Ol758(z+0.876)K z+a
(z-1)z-0.6703) | z+p

Planta Controlado r

o
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Diseno de Controladores Discretos

utilizando LGR
Analizando ahora el t
angulo de desfase ¢. olo dominante

= LG(Z)
0.01758(z+0.876)
(z—-1)(z—-0.6703)
=, — 91 — 92 t6.87
=17.10-109.84 —138.52
= -231.26

Por lo tanto, el angulo ¢

que el controlador de

adelanto debe aportar
sera 51.26° 75
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Diseno de Controladores Discretos
utilizando LGR

Por lo tanto, el compensador debe contribuir con
51.26°.

Para simplificar el diseno se propone cancelar uno de
los polos de la planta con el cero del controlador.

De este modo, se escoge a del controlador 1gual a
-0.6703, asi se simplifica el calculo del controlador,
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Diseno de Controladores Discretos
utilizando LGR

o, —x—0, =180 —

17.1°- x -138.52 = 180

x = -301.4200 = 58.58°

Polo dominante

El polo asociado a 0.87

este angulo estara
ubicado en 0.2543.
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Diseno de Controladores Discretos
utilizando LGR

El controlador discreto sera:
z—0.6703
z—0.2543

Aplicando ahora la condicion de magnitud del LGR
para obtener K.

z—0.6703 0.01758(z+0.876)
z—0.2543 (z-0.6743)z-1)

Gd(z)zK

‘Gd (Z)G(Z)‘ =K =1

z=0.5158+j0.4281

— K=12.67
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