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Sistemas de Control
en Variables de Estado

X = Ax+ Bu

u=-Kx+r Controlabilidad : x(ty) . —> X(T)
X = (A—BK)X-FBI'

Definiciones: Un sistema es controlable en el tiempo t;si se
puede llevar de cualquier estado inicial x(t,) a cualquier otro
estado, mediante un vector de control sin restricciones, en un
intervalo de tiempo finito.

Si [B AB ... A“‘IB]es invertible o de rango n

—> Sistema es controlable
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Sistemas de Control
en Variables de Estado

Un sistema es observable en el tiempo t, s1 con el
sistema en el estado x(t,) es posible determinar este

estado a partir de la observacion de 1a salida durante un

intervalo finito
Observabilidad :

S1se conoce {u(t), y(t)}[o,T]det = X()o1y

Silc cA ... CA™][ esinvertible

o de rango n = el sistema es observable
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Teorema de Invarianza de las
Transformaciones

Consideremos el sistema :

; = AXx+Bu

y=Cx+Du

A=P'AP, B=P'B y C=CP

S=[B AB - K“E]

S=P'B P'APP'B - (P‘lAP)"_lP‘lB]
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Teorema de Invarianza de las

Transformaciones
S=P'[B APP'B .- P"'A"'P"B]
S=P'[B AB .- A"'B]

De forma similar [C CA ... CA”_I]T

debe ser invertible para que el sistema

sea obserbable
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Teorema de Controlabilidad para
Sistemas de Lazo Cerrado con
Retroalimentacion de Estado

X = Ax+Bu
u=-—-Kx+r
La ecuacion de lazo cerrado esta dada por :

x(t)=(A—-BK)x+Br
S1[A,B]no es controlable no existe K
tal que el par [A-BK, B]sea controlable
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Teorema de Observabilidad para
Sistemas de Lazo Cerrado con
Retroalimentacion de Estado

La observabilidad del lazo abierto y lazo
cerrado debido a la retroalimentacion
del estado no estan relacionados.
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Diseno de Sistemas de Control por
Ubicacion de Polos a través de
Retroalimentacion del Estado

Ubicaci6n de polos del sistema en lazo cerrado

x(t) = Ax(t)+ Bu(t): Lazo abierto
u(t)=—-Kx(t)+r(t): Controlador

K : Matriz de retroalimentacion 1 x n elementos

de con ganancia constante
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Diseno de Sistemas de Control por

Ubicacion de Polos a través de
Retroalimentacion del Estado

Sistemas en lazo cerrado:

x(t) = (A —-BK)x(t) + Br(t)
S1[A,B]es controlable, entonces existe
K tal que las raices de lazo cerrado

se pueden ubicar arbitrartamente

Ecuacion caracteristica :
det(sI-A+BK)=0
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Diseno de Sistemas de Control por
Ubicacion de Polos a través de
Retroalimentacion del Estado

Sistema controlable

o 1 0 - 0 o K, ]
0o 0 1 ’ , K,
A= 5 0 | B=| | K=|K,
0 0 -0 1 (1)
|—a, —a; -—a, —a, - K,
0 1 0 0o
0 0 1 :
A-BK = : : : 0
0 0 0 1
-a,-K, —-a,-K, —-a,-K; - —a _ —-K_ 11
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Diseno de Sistemas de Control por
Ubicacion de Polos a través de
Retroalimentacion del Estado

det(sI- A +BK) =

Sn +(an—1 _Kn)sn_l +“.+(a1 _KZ)S+(aO _KI)

Entonces al asignar las raices en los polos
deseados, se obtiene un sistema de ecuaciones
que se debe resolver para determinar K.

12
D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (I1I-2006)



Diseno de Controladores de Sistemas
Discretos por Ubicacion de Polos

x(k + 1) = Gx (k) + Hu(k)
u(k) = —-Kx(k)

Entonces

x(k +1) = (G — HK)x(k)

Elegir K tal que los valores propios de G-HK se
sitien en los polos deseados en lazo cerrado.
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Observador de Estado

 Un observador de estado estima las
variables de estado con base en las
mediciones de las variables de salida y las
variables manipuladas.

* Los observadores de estado pueden
disenarse s1y soOlo si se satisface la
condici0on de observabilidad.
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Observador de Estado

~

X : Vector de estado observado

Sistema :
X = Ax + Bu
y =(Cx

El estado x se aproxima por el estado x
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Observador de Estado

)ZzA)z+Bu+Ke(y—C>z)

Notese que el observador tiene como entradasu ¢ v,

y como salida se obtiene x

K. :Matriz de ponderacion de la correcion
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Observador de Estado

Ecuacion error del observador

®
. ~~

X— X ZAX—A;—KG(CX—C;)

Se define el vector de error e :

C=X—X

Se tiene que :
e=(A-K_C)e
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Observador de Estado

Los comportamientos de € quedan

determinados por los polos de (A - K _C)

S1 (A-K_.C) es estable, el vector de error
convergera a cero para cualquier condicion

inicial e(0), es decir:

- x independiente de x_. .. (0) y

estlmado

x(0).
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Observador de Estado

Problema: Seleccionar K, talque A-K_C
tenga los valores caracteristicos
arbitrartamente deseados (comportamiento
del vector error sea asintoticamente estable
y suficientemente rapido.
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Funcion de Transferencia para el
Controlador-Observador

x = Ax+ Bu
u =—-KX
Suponemos que el estado X no es accesible

Ecuacion del observador:

X=(A-K_O)X+Bu+K_y
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Funcion de Transferencia para el
Controlador-Observador

Aplicando transformada de Laplace:

U(S) = -KX(S)
SX(S) = (A -K_,C)X(S)+BU(S) + K, Y(S)

Condiciones iniciales X(0) =0
SX(S) = (A - K _C)X(S) - BKX(S)+ K Y(S)

X(S)=(SI-A+K_C+BK)"'K_Y(S)
U(S)=-K(SI-A+K_C+BK)"'K_Y(S)
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Funcion de Transferencia para el
Controlador-Observador

Funcion de transferencia observador - controlador:

Ue) _ ~-K(SI-A+K_C+BK)'K_
Y(S)
O——[maf—

Estimador e

_44 22
M,




Observador de Orden Minimo

“Los observadores clasicos se disenan
para reconstruir todas las variables de
estado. En la practica, algunas de las
variables de estado se miden con
precision y no necesitan estimarse.”
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Observador de Orden Minimo

Considere el sistema:

x = Ax+Bu
y =Cx (una salida)

x |—>» escalar

Xy | — dimension n-1

X, N0 es medible.
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Observador de Orden Minimo

X, A, A, |X B

= + " lu
X _Aba Abb_ X B,

y=b 0{

Xa
Xb_

25
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Observador de Orden Minimo

X, =A_Xx,+A_ x,+B,u

X, —A,X, ~Bu=A,x, —> Nueva Ec. de salida

'

conocido

Parte no medida del estado:

X, =A., X, +A, X, +B,u—> Nueva Ec. de

ba“*a
\ J ——
estado

conocido conocido
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Observadores de Estado

e Obs. orden completo
x = Ax+Bu
y =Cx
X=(A-K,OX+Bu+K_y

e Obs. orden minimo
X, =A, X, tA, X, +B,u

ba“‘*a

Xa _AaaXa _Bau — AabXb

X, =(A,, ~ KA )X, +A, x, +Bu+K_(x, -A_x, -Bu) (%)
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Observador de Orden Minimo

* En el observador de orden minimo K, es una
matriz de (n-1) x 1 elementos

 El observador orden minimo requiere X, 1o cual
no es conveniente

e Se considera X, =y
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Observador de Orden Minimo

La ecuacion (*) es:

f}\.ib — (Abb _KeAab);ib + A X, T Bbu + Ke (Xa _AaaXa _Bau)

ba“*a

f;ib B Kexa — (Abb o KeAab )fib + (Aba o KeAaa)y
+(B, —K.B)u+K.y(A,, —K.A,)-K.y(A,, —K.A,)
ib o KeXa — (Abb o KeAab )(r)\{b _ KeY)
+ [(Abb o I<e1A‘ab )Ke + Aba o KeAaa ]y + (Bb o KeBa )u

Se deﬁne nN=x, —Key: X, _KeXa

n — Xb _KeXa
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Observador de Orden Minimo

[.a ecuacion del observador de orden minimo es:

ﬁ =(A,, —K A M+ [(Abb -KARK. +A, - KA, ]y
+ (Bb o KeBa )u

Xb — n_l_KeXa
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Ecuacion del Error del Observador

Xp = (Ap, —KADX, A X, +Bju+ K A X,
X, =A, X, +A, X, +B,u

ba“‘*a
Xy, _fib = (A, —K AL (X, _fib)

£=X, —X, =N-T1
é — (Abb _I<61Axab)8
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Ecuacion del Error del Observador

Condicion de observabilidad

Aab
Aab Abb
: : invertible o de rango n-1
_Aab Abbn_z_
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Observador de Orden Minimo

Ecuaci6n caracteristica del observador

det(ST—A,, + K. A ) =(S=t)(S—=Uy)errererrrrrereen. S—u_)=0

U Ugpeeennineennnnn, , u._; valores caracteristicos para el
observador de orden minimo.

K. se determina a partir de u; deseados.
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

Cuando la planta tiene integracion se tiene:

Supongamos y =X,

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)

y(t) = Cx(t)
Ley de Control:
u®=-0 k., - kx+k,(r-x,)

ut)=-lk, k_, - kx+kr
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

Ley de Control:
u)=-k, k., - kl+kr
u(t)=—Kx+k r
Lazo cerrado
x =(A-BK)x+ Bk, r

Fijar polos para (A-BK) en lazo cerrado
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

=tate-Space

D Kn-t . K] g

-
x' = Ax+BEuU .
o= Cx+0u
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

Caso general: X(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
7z =1 —CX (Se define)

u(t) =—-Kx(t)+ K, z(t)
x| [ A ofx]| [B] [0]
= +| ju+| |r
z| |-C 0z 0 1
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

En estado estacionario
x(0)] [ A 0| x(o)| |B 0
| = +| ju()+|  [r(o)
_z(oo)_ - C O_ _z(oo)_ 0 |

X()—-x(0)] [ A 0| x(t)—-x()] |[B

2(t) —z(0) | B —C 0 z(t)—2z(0) " 0 [u(t)~u(e)]
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia
Se define  x_ =x(t)—x(o0)
z. =7(t) —z(0)
u_ =u(t)—u(o)
Entonces [ 7 T A ollx1 IR

2| |-C 0]z | [o]"®

Ley de Control:  u_(t) =-Kx_(t)+k,z,
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

Calculo de valores en estado estacionario

X(0) = 0 = Ax() + Bu(0)
7Z(0)=0=1—-Cx(0)

u(o0) = —Kx () + k,z(0)

40
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Control en Variables de Estado
con Seguimiento de Referencia

Entonces _ _ _ _
X A 0Ofx B
= +| |u,
Z -C 0z 0

Ley de Control: u.(t) =—-Kx_ (t)+k;z,
u(t) — (o) = —K(x(t) - x(0) )+ k, (z(t) — z(x0))
u(t) =-Kx(t)+k,z(t)
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Control Optimo Cuadratico

» “Se considera el disefio de sistemas de control
basado en los indices de desempeno cuadratico”

 Modelo:
X = Ax + Bu
 Problema:

Seleccionar el vector de control u(t) tal que un indice
de desempeno determinado se minimice.

J= jo L(x,u)dt
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Control Optimo Cuadratico

e Solucion:
u(t) =—-Kx(t)

* Consideremos que:

MinJ = [ (x' Qx +u'Ru)dt

donde Q es una matriz simétrica definida positiva, y R
es una matriz simétrica definida positiva, u no esta
restringida.

43
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Control Optimo Cuadratico

e Solucioén:

u(t) =—-Kx(t)
 X=Ax+Bu —
K

D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (I1I-2006)
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Principio del Maximo

* Problema:
X =p(X,u)
xeR" ueR”

J = j:; L(x,u)dt

X(t) =X, x(t;) =x;

D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (II-2006)
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Principio del Maximo

 Solucidn:

DA = _oH
OX
con H = L(X, u) Kf(X, u) Hamiltoniano
»H_,
ou
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Aplicacion del Principio del Maximo al
Control Optimo Cuadratico

* Problema:
X = AX+ Bu
J=["(x'Qx+u'Ru)dt
u(t) = -Kx(t)

 Solucion:
H=x'Qx+u Ru+A(Ax +Bu)
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Aplicacion del Principio del Maximo al
Control Optimo Cuadratico

* Soluciodn: H=x"Qx+u Ru+AiA(Ax +Bu)
1)6—H =-A=Qx+A"A
9);9
2)8—H:Ru+BTk =0
ou
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Aplicacion del Principio del Maximo al
Control Optimo Cuadratico

« Se define A =Px

con P matriz positiva definida
- Entonces ), = PX = P(Ax + Bu)
*Del)ycon A=PAx+PBu

~PAx—PBu=Qx+A'Px 3)
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Aplicacion del Principio del Maximo al
Control Optimo Cuadratico

*De2) u=—R B'PX 4) u=-Kx
K
K=R'B'P

* Reemplazando 4) en 3) se tiene:

~-1pT T .
—PAX+PBR B Px-Qx—-APx=0 Ecuacién
A'P+PA-PBR'B'P+Q=0 de Ricatti

50
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Diseno de un Controlador Optimo
Cuadratico (LQR)

1.- Resolver la ecuacion matricial de Ricatti para la
matriz P.

(S1 existe una matriz P definida positiva, el sistema
es estable o la matriz A-BK es estable).

2.- Sustituya la matriz P en la ecuacion 4). La matriz
K resultante es la matiz 6ptima.

D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (I1I-2006)
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Control Optimo Cuadratico
para Sistemas Discretos

x(k +1) = Gx (k) + Hu(k)

Indice de desempeifio
1

J = Ezol[x(k)TQx(k) +u(k)"Ru(k)]

Solucion: Ecuacion de Ricatti
P=Q+G'PG-G'PH(R+H'PH)'H'PG (%)
con P simétrica positiva definida

u(k)=-Kx(k) | K=(R+H'PH)'H'PG
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Control Optimo Cuadratico
para Sistemas Discretos

Lema de inversion de matrices
(A+BC)'=A"-A"'BI+(A'B))"'CA

Ecuacion de Ricatti A=1B=H C=R'H™p

P=Q+G'P(I+HR'H'P)"'G
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Controlador Optimo Lineal con
Seguimiento de Referencia
Seael sistema X =AX+Bu (1)
y=C(x (2)

Problema: Se desea que y(t) siga a y'(t) y que el
esfuerzo de control sea pequeno.

1 ¢t * % ]
J=—]] " =Cx)"Qy" = Cx) +u'Ru g
} y y il
x(t;)eR”
x(t;)=0

con Q y R matrices simétricas definidas positivas.
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Solucion usando
el Principio del Maximo

H= %(y* -Cx)'Q(y -Cx)+ %uTRu +A(Ax + Bu)

1)2—H = A=—(y -Cx)"QC+ArA (3)*
X

z)a_H:():uTRJrKB:O (4)
ou
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Solucion usando
el Principio del Maximo

De (4) u' =-ABR™

u=-R'B"A'
De (1) x=Ax+Bu=Ax—-BR'B'A'
De(3) A =-A"AT+C"Q(y —Cx)

M =—A"A —C'QCx+C'Qy’
A (tf) =0
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Solucion usando
el Principio del Maximo

Se define: S y G, tal que
T =Qx+G ) u=-Kx+C

Utilizando (5) en las ecuaciones anteriores.
x = Ax—BR'B'(Sx + G)
x=Ax—BR'B'Sx-BR"'B'G
AT =Sx+Sx+G
AT =—AT(Sx+G)+C"Q(y —Cx)

D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (I1I-2006)
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Solucion usando
el Principio del Maximo

Sx +S(Ax—BR'B'Sx —-BR'B'G)+G =
~A'Sx-A'G+C'Qy —C'QCx
(S+SA+A"S—-SBR'B'S+C"'QC)x
+(G+(AT=SBR'B)G-C'Qy")=0
S+SA+A"S—SBR'B'S+C"QC=0
G+(A"-SBR'B")G-C"Qy =0

OnS(t,) =0G(t;) =0 At,) =0 S)x(t)+G(t)

0 58
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Solucion usando
el Principio del Maximo

Ley de Control:

u(t)=-R"B'A'
u(t)=—-R'B'(Sx +G)
u(t)=—R"B'Sx—-R™B'G

-K H

u(t)=—Kx+H

59
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LQR: Aplicacion de Estabilidad
de Lyapunov

Planta x=Ax+Bu

Funcion objetivo: J = IOOO L(x,u)dt

Ley de control: u(t) =-Kx(t)

D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (I1I-2006)
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LQR: Aplicacion de Estabilidad
de Lyapunov

Problema de optimizacion usando el 2° metodo
de Lyapunov

Considere x = Ax

Se desea minimizar J = j: x Qxdt donde Q es
positiva definida
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Se considera la funcion de Lyapunov para

resolver el problema x"Qx = _i(xTPx)

con P positivo definido dt

X' Qx =—x Px—x'Px
X' Qx=—x"A"Px—x'PAx=—x'(A'P+PA)x

Basado en el 2° m¢todo de Lyapunov,
para un Q dado existe P tal que A es estable, es

decir
ATP +PA = —Q . se determina P

62
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Entonces el indice J esta dado por:

szooxTQX =—x'Px|[J

d

——XTPX

— —x (oo)Px(oo) +x' (0)Px(0)

Como A es establex () — 0 , entonces

T = x"(0)Px(0)

Valor funcion objetivo que depende de x(0) y P.
Ademas P de endede Ay (gcm e 3
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LQR usando
Funcion de Lyapunov

Planta: x=Ax+Bu

Funcion objetivo: J = IOOO (x"Qx +u"Ru)dt

Ley de control: u=-Kx
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LQR usando
Funcion de Lyapunov

Se asume que A-BK es estable. Entonces
J = .OOO (x'Qx +x 'K'RKx)dt
J=[ x"(Q+K"RK)xdt

J0

Considerando

x (Q+K'RK)x = —%(XTPX)
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LQR usando
Funcion de Lyapunov

Entonces, x'(Q+K'RK)x =-x'Px—-x'Px

con x =(A-BK)x

x'(Q+K'RK)x =—x'(A-BK)'Px —x'P(A -BK)x
x' (Q+K'RK)x =—x"|(A-BK)'P+P(A -BK)

Igualando

—(Q+K'RK)=(A-BK)'P+P(A-BK) *
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LQR usando
Funcion de Lyapunov

S1 A-BK estable, existe P que satisface esta
ecuacion *,

Nuestra funcion objetivo es:

J= [ x"(Q+K"RK)xdt =—x"Px |;
J=—x"(0)Px(0)+x"(0)Px(0)
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LQR usando
Funcion de Lyapunov

Se asume R =T'T con T no singular

De la ecuacion *, se tiene:

(A'-K'B"YP+P(A-BK)+Q+K'RK =0
A'P+PA-K'B'P-PBK+K'T'TK+Q=0

A'P+PA
+[TK—(T")"'B'P]'[TK—(T")"'B'P]-PBR'B'P+Q =0
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LQR usando
Funcion de Lyapunov

La minimizacion de J con respecto a K requiere la
kKK

minx"|(TK = (T")"'B"P)" (TK —(T") 'BP) |x

con respecto a K

TK =(T")"B'P  cuando ** es cero
K=R7'B'P

69
D. Séez. Unidad 5. EL42D Control de Sistemas. U. Chile (I1I-2006)



LQR usando
Funcion de Lyapunov

Entonces la ley de control Optima esta dada por:
u(t) = —-Kx(t) = —R'B'Px(t)

donde P satisface

Ec. Ricatti A'P+PA-PBR 'B'P+Q=0
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Sea:
X(k + 1) = Gx(k)
con G estable.

Se desea minimizar:

J = ;ixT(k)Qx(k)
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Solucion

Se propone la siguiente funcion de Lyapunov
Vi(x(k)= x" (k)Px(k)
AV (x(k))=V(x(k +1))- V(x(k))
=x"(k+1)Px(k+1)-x"(k)Px(k)< 0

=-x'Qx<0
P es positivo definido
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Definiendo
x' (k)QX(k) = —
X' (k)QX(k) = —

:XT (k + I)PX(k + 1)— X' (k)PX(k)]

[x ()T POx(K)- x" (k)P (k)

x " (k)Qx(k) = —x" (k)|GTPG - P x(k)

A partir del 2° metodo de Lyapunov, dada una
matrix Q existe P positivo definido, dado que
G es estable, es decir:
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Pll P21
_P12 P22 _

T i
G'PG-P=-Q b

Se puede determinar P.

Entonces J esta dado por:

J:%ng(k)Qx(k):%gch(k)Px(k)—i(k+l)Px(k+1)

J = ; X' (O)PX(O)

con
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Planta
x' (k + 1) = Gx(k) + Hu(k)
Ley de control
| OO u(k) = —kx(k)
M = DS i)+ (Rl

Q es positivo definido y R es positivo Definido.
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Solucion:
x"(k+1)=(G - Hk)x(k)
Ademas:

J:liXT(k)Qx(k)+XT(k)KTRKX(k)
J=— Zx () Q+K RKJx(k)

Se asume que G-HK es estable.
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Entonces, se define funcion de Lyapunov

V(x(k))=x" (k)Px(k)

y se define:
x" (k) Q+KRK)x" (k) =—|x" (k+1)Px(k +1)—x" (k)Px(k)]
=[G~ HK)x(k)]" P(G — HK (k) x" (k)Px(k )

= x"(k)|(G-HK)"P(G —HK)-Px(k)
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

Entonces,

¥ Q+K'RK=—(G-HK)' P(G-HK)+P
A partir del 2° método de Lyapunov, para
G-HK estable, existe P definido positivo, tal
que se satisfaga la ecuacion anterior.

A traves de un desarrollo matricial Pag. 593-
594, Ogata para sistemas discretos se obtiene
que la ecuacion * esta dada por:
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LQR discreto usando
Funcion de Lyapunov

P=Q+G'PG-G'PHR + H'PH) 'H'PG
Ecuacion de Ricatti

ycon K=(R+HPH)'H'PG  u(k)=-Kx(k)

LT (0)Px(0)

En este caso, J.. ,

con x(c0)=0
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