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2. INTRODUCCION

La respuesta de estructuras se puede clasificar segun el tipo de carga a la cual estén
sometidas o por el tipo de respuesta que presenten. Las cargas pueden ser estaticas o
dinamicas; las cargas dinamicas dependen del tiempo, de la posicion y de su magnitud. La
respuesta de una estructura, a su vez, puede ser estatica o dinamica, si es dinamica actuaran
en la estructura fuerzas de inercia, pudiendo estar presentes ademas fuerzas disipativas.

2.1.1. Demandas - Acciones:

Pull Back o Condiciones Iniciales: La estructura esta sometida condiciones iniciales.

Cl: vo Cl:
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Demanda Armoénica: Demanda armonicas con periodo caracteristico, T, f(t): f(t +T). La
respuesta armonica simple puede ser la base de una respuesta dinamica compleja.

/"D Posen(wt)

ol N AN
VYU VY

Acciones Periodicas No Armonicas: Presentan un periodo T caracteristico, repitiéndose la
funcién en el tiempo. Se pueden resolver como suma de armonicos por medio de series de
Fourier.

P(t)
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Impacto

L (I

Demanda Arbitraria: No obedece a ningun patrén regular. Un ejemplo son los terremotos.

A

'\/vvvv \/ \/“v“vW\/\=
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2.1.2. ¢(COMO MODELAR ESTRUCTURAS?

1. Por medio de discretizacién utilizando elementos uniaxiales.

2. Mediante ecuaciones diferenciales como la siguiente:

o' (a( )MjerM:P(X’t)

ox? x> ot?

3. Por medio de elementos finitos.

4. Usando coordenadas generalizadas, donde se establece una funcién de desplazamiento

del tipo V X, t Z¢

2.1.3. EQUILIBRIO

Para determina el estado de equilibrio de una estructura se pueden utilizar los siguientes
meétodos:

— Métodos de Energia:

— Suma de Fuerzas: Z Fx(t ) Z Fy(t), Z Fz(t)
SIMx(), DT My(t), > Mz(t).

— Trabajo Virtual.

3. SISTEMAS LINEALES DE UN GRADO DE LIBERTAD

3.1. SISTEMAS DE UN GDL SIN AMORTIGUAMIENTO

Algunos ejemplos de sistemas de un GDL son los siguientes:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 9
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k — (1), v(t), V(1)
M m — P(t)

5050502

Figura 2.1: Ejemplo de sistema de 1GDL

LIPS AT ST LS TL LSS TS

m = v(t),V(t),V(t)

k/2 k/2

FIFFFFTFFFFFFFTF,

Figura 2.2: Ejemplo de sistema de 1GDL

Figura 2.3: Ejemplo de sistema de 1GDL

- DCL (Diagrama de Cuerpo Libre):

V() (), V(E)

FE (t) N m - P(t)
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Por la 22 ley de Newton se tiene:
—F(t) + P(t) =m-v(t)
Donde:
Fe (t) =k -v(t) : Fuerza elastica

Utilizando Principio de D’Alambert: fuerza de inercia F,(t)=m-V(t) que va en direccion
opuesta al movimiento:
Fi)+Fe () =P
— m-V(t)+k-v(t) = P(t) (Ecc. 2.1)
La ecuacién 2.1 describe el movimiento de un sistema de 1GDL sin amortiguamiento en forma

general. Esta ecuacién se puede obtener, también, aplicando el Principio de Trabajos Virtuales,
como se muestra a continuacion:

> OV
Fe) —| =R 0| PO

Para un sistema en equilibrio se debe cumplir que: W =0
Para el sistema mostrado se tiene:

W =P(t)- & —F.(t)-&—F, (t)-v=0
= F, (t)+Fc (1) =P(t)

3.2. RESOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO,

m-v(t) + k-v(t) = P(t)

v(t) =V, (t)+V,(t), donde V, (t) es la solucion homogéneay V, (t) es la solucion particular.

Solucién homogénea:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 11
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m-v(t)+k-v(t)=0 (ecc. 2.2)

= Vv(t) = Asin(C-t) + Bcos(D -t)

~vy(t)=Asin(C 1)
Donde : v, (t) = Bcos(D-t)

Reemplazando V,(t) en la ecuacion 2.2:
—mAC? sin(C -t) + kAsin(C -t) =0

= Al-mC? +k|=0 :»C=\/%

Del mismo modo con V, (1)
—mBD? cos(D-t) + kB cos(D-t) =0

— B|-mD? +k|=0 :»D:J%

/ k
Entonces, C =D =w, donde @ = E [rad/seq] es la frecuencia angular natural del sistema.

Entonces la solucidon homogénea del sistema esta dada por:

v, (t) = Asin(wt) + B cos(at) (ecc. 2.3)

3.3. ANALISIS DE SISTEMAS DE OSCILACION LIBRE
Para un sistema con P(t)=0 se tiene que Vp(t) =0. Si este sistema tiene como
condiciones iniciales V(0) =V, y V(0) =V,, se obtiene:
v(0) = Asin(0) + Bcos(0) =v, = B =V,
Vit)=A-w-cos(w-t)—B-w-sin(w-t)
¥(0) = Aw cos(0) — Bwsin(0) =v, = A= -2
Luego, la solucion esta dada por: ¢

v(t) = v—osin(a) 1) + v, cos(w 1)
w

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 12
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Al ver un sistema de este tipo vibrar se observa la suma de las proyecciones de los vectores

sobre el eje real.

v(t) = v—osin(a) 1) + v, cos(w 1)
)

Vm

Del grafico anterior se tiene que:

. 2 .
o= v§+(v—°) Q:arctg£ % J
0 (()'VO

Luego el desplazamiento se puede escribir como:
v(t)=pcos(w-t—6)

v(t)

Vo

=

— VY

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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Figura 2.5: Grafico de desplazamiento versus tiempo.

Desplazamiento Condiciones Iniciales. T=05-f=0
15 + - = i £

do=10 vo=0 |
do=0 vo=10
do=10 vo=10

Desp (L)

15 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 08 5/ 1.2 14 16 18 2
Tiempo (seg)

En resumen, para el sistema en analisis se tiene:
— Desplazamiento:  V(t) = pcos(wt —6)
- Velocidad: V(t) = —pwsin(at — )
— Aceleracion: Vi(t) = —pw® cos(wt —6) = —w?v(t)
Al graficar los vectores de desplazamiento, velocidad y se desprende que para un

desplazamiento maximo la velocidad debe ser nula, mientras que para maxima velocidad el
desplazamiento debe ser cero.

i(t) 4
Vol v
PO
i p
Gt
a(t) I?
po’
- alt) =at-0

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 14
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Figura 2.7: Ejemplo de sistema de 1GDL

Al realizar el equilibrio el sistema mostrado en la figura:

X(t) = v(t) + Aest
X(t) = v(t) ? LI
|

%(t) = V() ? Aest

|
El DCL del cuerpo es: l v(t)
E m, W v(t)
TE v(t)
Donde:
Fe =k-x(t) =k-v(t) + k - Aest
F, =m-X(t)
| T k-Aest =W
Luego: Z :lO L k-v(t) +k-Aest + m-V(t) =W

=k-v(t)+m-V(t)=0

En este caso el peso no se considera.

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 15
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Figura 2.8: Ejemplo de sistema de 1GDL

En este caso v(t)=b-6(t) y las ecuaciones de movimiento a obtener son,

m* (L) + k* O(t) = P* (t)
Mm*(t) + k*v(t) = P*(t)

Donde m*, k* y P*(t) son formas generalizadas de la masa, la elasticidad y la solicitacion del

sistema.
DCL:
P(t)
4—
<+ P(t) Fe (1)
Fe(t) M
le (t;\
I:Iy (t)
—> —>
Fre () Fo () aA
TFRy (t) TFRy (t)

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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Entonces:
D M, =0=F.(t)-b+F,(t) +Fly(t) +M NOE P(t) —
Ademas:

F.(t)=ki(t) F,(t)=yab %‘)

F, () =7ab-é(t)§=yab-@§= va? ¥(t)

b
s yab o, .\-,-(t)_;/a(a2+b2)'__
M, (t) =1, -6(t) = T (a®+b?) T V(t)
a b . a’ . a’+b? .
:>P(t)-z:bkv(t)+mzv(t)+mEv(t)+m . v(t)

k*=kb P*(t)= P(t)-%

N b a* a*+b’
m*=m| —+—+
4 4b  12b

3.5. ENERGIA

Para un sistema en oscilacién libre la ecuacién de movimiento es m-V(t) +k-v(t) =0,
si se integra esta ecuacion en funcion de V se tiene:

Jdv+{F, (t)+ Fe () =0}
:>jm-\'/‘(t)dv+Jk-v(t)dv:O

1 t2
Resolviendo las integrales: _[ k-v(t)dv= 5 k-v? ‘
i

Vdvﬂ 1m-\'/2t2
d 2 u

1 AVICEN ! 2
:>Em-v(t) Ll +§k-v(t) ‘ =AE =0

Luego:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 17



mve) + kv -E

C

Energia _ cinética

Energia_ potencial

Entonces la energia del sistema, EC , €s constante.

EA

\

v(t;
v(t) = pcos(at - 0)

Figura 2.9: Grafico Energia versus desplazamiento.

3.6. SISTEMAS DE UN GDL CON AMORTIGUAMIENTO

Los sistemas con amortiguamiento son aquellos donde actuan fuerzas disipativas.

V() V(D) Vi(t)

Kk
Y m
L

P T TIITTIIITFS

C EO!OEOE

L P(1)

Figura 2.10: Ejemplo de sistema de 1GDL con amortiguamiento
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Las fuerzas disipativas, FD , se pueden deber a diferentes factores:

Factores de disipacién
Fo

Calor Radiacion

| |
Roce Viscosidad
| |

it ep

Coulomb: Gas: Viscoso Lineal

N u-N-v" o\ C-V

Al graficar la fuerza disipativa en funcién del desplazamiento del sistema se obtienen
diferentes figuras:

FDE A FD
u-N T .
elipse
C-V/\/
—-p P 'V —-p P V'
—C-v
—u-N
Fuerza disipativa Fuerza disipativa
por roce por viscosidad

Figura 2.11: Graficos de disipacion.

Equilibrio Dinamico

DCL:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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Fe < F, —P(1)

Fo <
De donde:
Y F=0=F (t)+Fy(t)+F(t)=P(t)
Y como:

F, (t) = m-V(t) : Fuerza de inercia
Fo (t) = C-V(t): Fuerza disipativas
Fe (t) =k -v(t) : Fuerza elastica

= m-V(t)+c-v(t)+k-v(t)=P(t) (ecc.24)
Si en un sistema se consideran la fuerza elastica y la fuerza disipativas juntas, como en
el sistema del ejemplo, se dice que el sistema es viscoelastico.

3.7. SOLUCION HOMOGENEA DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO
Para determinar la solucion homogénea se tiene:

m-V(t)+c-v(t)+k-v(t)=0
= V(t) = A-sin(w-t) + B-cos(w - t)
=Vv({t)=G-e”
—V(t)=G p-e
= V(t)=G-p?-e
Reemplazando estos valores en la ecuaciéon de movimiento (ecc. 2.4):
=m-G-p>-e’ +c-G-p-e”' +k-G-e”' =0
= m-p2 +C-p+k =0 : Ecuacion caracteristica (ecc. 2.5).

_—ct+ci—4-k-m

= p=
P 2m

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 20
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—p=_? : ( jz—l
P 2m-w 2m-w
C C

ﬂ___Zm-a)

=p=—L-0twf> -1

De donde las caracteristicas de la vibracion de un sistema estan dadas por:

c > ¢, : Sobreamortiguamiento
¢ =C, : Amortiguamiento _ critico
C < C, : Subamortiguamiento _ critico

Caso1: C=C,ye, =2-VK-Mm=2-m-@

—~p="C=-_gp
P 2m

Luego:

VD) =G - +G, -t-e ' =V(t) =(G +G,-t)-e

R S BN

Si C=C, el sistemano vibra.

Caso Sub Amortiguado: C < C_ico

Desarrollando la ecuacién anterior:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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=p=—f-0tw-f>-1
=p=—f-0ti-w-J1-p°

. : [ 2
Frecuencia angular amortiguada es @p = @-1-

:>,0=—,6’-a)iri-a)D
= V(t) — Gl . e(-/”~w+i-wD)‘t n Gz ) e(‘ﬂ“‘”i'wo )
—v(t)=e " (6,6 + G, -e)
Se sabe que:
1/ .. .
0i .. cosd = —(e‘g" +e 0 )
e” =cosd+1-sind 2
-y . = 1, . _
e =cos@d—i-sind sinez—(ea" —e‘g")
2
Entonces:

v(t)=e 7" -(A-sin(w, -t)+ B-cos(w,, 1))

Frecuencia 1 Hz
Amortiguamientos 0.05

1
OST

Amplitud

Tiempo (seg)
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3.8. ANALISIS DE SISTEMAS DE OSCILACION LIBRE

Para un sistema con P(t)=0 y con condiciones iniciales V(0) =V, y V(0) =V, se
tiene que el desplazamiento esta dado por:

v(t)=e " Kw)sm (e, -t)+V, -cos(wp -t)

a)D
Lo que es equivalente a:

v(t)=p-e77" -cos(wp -t —6)

N

2
Vo + -0V, 2 D Vo+V,-f-o
_ 0™ Vo
Donde: \/( o J Yo -
azarctg[vo-f_ﬂ.a).voj

@p VY

Desplazamiento Condiciones Iniciales. T = 0.5 do=10 vo=10 p : Am plitUd méXi ma -

Envolvente e #“!

Periodo T, _

Wy

besp (L)

a 0z 0.4 06 08 1 12 1.4 16
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3.9. EL AMORTIGUAMIENTO

El valor de la razén de amortiguamiento varia segun el tipo de material, como se ve en la
siguiente lista.

Sin dafo

— Acero/ Hormigon ~ 0,01-0.03
— Albafiileria ~ 0,03-0,05

En el limite de dafo (fluencia)

— Acero/Hormigon ~ 0,05-0.10
— Albafiileria ~ 0,05-0,15

Al desarrollar la ecuacion que define la frecuencia angular amortiguada se tiene:

2
Wy =@+ 1—,6’2:>(w—Dj =1-p°
@
2

Wp 2
:>—2+,8 :1
(0]

Algunos valores para [ segun esta Ultima ecuacion se muestran en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Valores para [

| LT
o T,
0,01 0,9999
0,05 0,9987
0,10 0,9950
0,20 0,9798
0,40 0,9165
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Efecto del Amortiguamiento en el Periodo

1 T T T T T
0.9
0.8
8 0.6
-“"U
<}
n 05
)
=
" o4
031
0.2
0.1
0
0 0.1
Efecto del Amortiguamiento en el Periodo
1 T T T T T
0.99 -
0.98 -
087+
2
=, 0.96
2
1}
o
E oes
=
0.94
093
0.92
0.91 L | l 1 L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
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3.10. DECAIMIENTO LOGARITMICO

De la respuesta a condiciones iniciales se conoce la envolvente de respuesta y con ella se
puede determinar la razén de amortiguamiento, f:

Vi — p ,e*ﬂ'a"ti

— _ﬂ'w'th
Viem =P €

4
_ Vi _gpom /—\ A v /2
Vi+m
Lvi J 21 A /\
=In| —/ |=foTm= fo—m v \/
Vi+m 2

_n (Vi /Vi+m)
© 272m

= p

Frecuencia 1 Hz
Amortiguamientos 0.05

0.8

0.6 -

0.4

0.2

of A AY e e ———

Amplitud

-0.2

0.4 4

-0.6

-0.8

Tiempo (seg)
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Amplitud

Ceros y Maximos

0.6

o
IS

o
)

(=]
>
#

0.2

1 1 1
500 1000 1500 2000 2500
Indice

3000

0

05+

A5}

£

N
wn

log[abs(maximos)]

35+

Ceros ¥ Maximos: BORRE PUNTOS EN FORMA INDIVIDUAL. salir con RETURN

P

_ pendiente

T
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Caso Particular Reduccion de la Mitad de la Respuesta.

()

27-m
1 v, |
27-m [vi/zj_ﬂ
In(2
BPTE)
2r-
Tabla 2.2: Valores para [
In(2
5 | 10
- f
0,01 11,03
0,05 2,2
0,10 1,1

Dos Frecuencias 1-1.1 Hz
Dos Amortiguamientos 0.05 - 0.04
i =

o

0.5

Amplitud

0.5

-1.5 = L

Tiempo (seg)
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Frecuencia 1 -3 -5 Hz
Amortiguamientos 0.05 - 0.04 - 0.03
8¢ T T T T T T T T T
5]
4 1 -
2
o
=
B
E
<
O 2
2F
sl 4
Bt L L 1 | 1 | ] 1 L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (seq)
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L 1
2 4 & 8 10 12 14 16 18 20
(a) Time (sec)

Frequency (Hz)
LS [ EN ‘> o~ (=] (=]

18
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
(b) Time (sec)

TRANSFORMADA DE FOURIER POR WENTANAS

ACELEROGRAMA

T T T T T T
4 -
8. ]
Jd ]

L L 1 1 1 1

1] 10 20 30 40 50 B0
TIEMPO
VENTANA ESPECTRO DE FOURIER ARREGLO 3D

ACELERACION
AMPLITUD

50 100  FRECUENCIA 0 0  TIEMPO
FRECUENCIA

Universidad de Chile - Departamento de Ingenieria Ciwil
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ACELEROGRAMA ARTIFICIAL
Broterclul o ey e

AcELERnr:léu vis nwo
o e
Sl | 1\|J||||||||H|I|||||I.|||||. W”HH L
S
S
'10- =3 . 5 s 12 m I 18 20
t[ﬁ]
ESPECTROGRAMA
30
25+ ¥ 20000 N
VENT ilg:a gniu
TRAS * ae0 g :nuu
5 i mrooAmE
E*.s EE P 2’§
hﬂ fand = He
10
— Frec  WED
= — i
w— Frec CHOCES POR CENO
0 — ag% ENERGIA
0 20
002+ -
§ 0.01F R
£ 0
Eoomt
002+ R
]

Frequency (Hz)

1 1 1 1 1 1
8 10 12 14 16 18 20
(a) Time (sec)

I
8 10 12 14 16 18 20
(b) Time (sec)
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3.11. ANALISIS DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO

La ecuacion de movimiento de un sistema de 1GDL con amortiguamiento es:

m-Vi(t)+c-v(t)+k -v(t)= f(t)
Para la solucién homogénea se tiene:

M-V, (t) + -V, () + kv, (t) = 0
v(0) = v, (1)
v(0) =V,

Para la solucion particular:
m-V,(t)+C-V,(t) +k-v,(t) = f(t)

v(0)=0 (2)
v(0)=0
Sumando ambas soluciones:
D+
= m-(V, (t) +V, (t))+c- (v, () +V, () +k- (v, (t) +V, (t)) = 0+ f (1)

v(0)=0-+v,
V(0)=0-+V,
v(t)=v, (t)+v, (t)

= m-¥(t)+c-v(t)+k-v(t)=C, - f (t)
v(t)=C; -v(t)

:>m-\'i(t)+c-\'/(t)+k-v(t):§Ci f.(t)
:ZCi 'Vi(t)

3.12. EXITACION ARMONICA C=0
Ecuacion de equilibrio dinamico:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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m-V(t)+c-v(t)+k-v(t)=f(t)
f(t)=PF,sin(w-t) c=0
Resolviendo:
=m-V(t)+k-v(t)=P,sin(@ -t)
=V, ({t)=A-sin(w-t)+ B cos(w-t)
=V, () =G sin(@-t) =V, (t)=-G-@"° -sin(@ -t)

Reemplazando la solucién particular:

=sin(@ 1) -G-@"-m+G-k | =P, sin(@1)
PO I:)O

=G= —2 = —2
k w
Luego, el desplazamiento total esta dado por:
. P, N
v(t) = A-sin(w-t)+ B-cos(w-t) +—- 5 |-sin(@ -t)
k 7]
1-| =
w
~ v(0)=v, =0
i:
v(0)=v, =0
S B -[sin(w-t)—“’-sin(w-t)}
k @)’ ®
1_(
w
Donde:
P e 1 U
— 1 Aestatico (Aest) ————;-: Factor de amplificacion dinamico (FAD).
k L @
w

FA i ]
[JIN%\ ICA DE ESTRUCTURAS | RUBEN BOROSCHEK K
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3.13. EXITACION ARMONICA C ARBITRARIO

Entonces, si se tiene:
P, sin(w - t)
P, cos(w 1)
P

m-(t)+c-v(t)+ k- v(t)=

it

o

0 giwt

=V(t)+2- 8- 0-V(1)+ o’ -v(t):ﬁ

La solucién particular es:
_C . alot
v,(t)=G-e
=V, (t)=G-i-@-e""

- —2 Liwt
=>V,t)=-G-o" e

Al reemplazar en la ecuacién de movimiento:

17
Cuando — =1 se alcanza la
w

resonancia del sistema, es
decir, el FAD se vuelve
infinito.

}PO .e"t =P, cos(@ -t) + (P, sin(@ -t))-i

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 35



:G:mpo 2 2 :
-a) oy -
(1-(“’) +2.8 a’-ij
w )
w
Si Y =—, entonces
W
v (t)—i 1 et
k (1-y°+2-B-y-i)
P 1 ,
=v (t)=-2. gt
p() k ‘A‘eﬁl
con:

o—tan| 2L
1-y?

Entonces:
P (i
vp(t)=?°-D-e( =)

con:D:i: 1

A o) 287y

Con este resultado se tiene:

si f(t)=P,-cos(@ t)=v,(t)=
si f(t)=P,-sin(@-t)=v, ()=

En resumen:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

%-D-cos(a_)-t—e)

%-D-sin(a-t—e)

Figura 2.17
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P, sin(w -t)
m-V(t)+c-v(t)+k - v(t)={ P, cos(a@ - t)

Po . ei-a-t
El desplazamiento es:
sin(@ -t)
v(t)=e . (A-sin(o-t)+ B -cos(a)-t))+%- D4 cos(@ -t)
Transiente e ot
Permanente

D, =y=41-2-8% ~1

1
\/(1_72) +(2:87) = Drna _2-,8- h-p? T 2.8

Factor de Amplificacion Dinamica

—_—0

01
—i 2
0.7

ol —o0s| |

[1] 05 1 1.5 2 25
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Analizando M -Vi(t)+c-V(t)+k-v(t)= f(t), con f(t)=P,sin(@ -t)

P i
:vp(t):TO-D-sm(c?-t—e)

P
=V (t):?°~D-5~cos(a_)-t—9)

p w \'/‘
=V, (t) =—%- D-@°-sin(@-t—6)

=m-V(t)+c-v(t)+k-v(t)=P,sin(@ -t)
= F, (t)+F, (t)+ F.(t) = f(t)

= F, (t)+F, (t)+F.(t) - f(t)=0
Todos los vectores giran con velocidad @ -t

F)0
=c—Dw
Tk

Analizando segun el valor de 4, se tienen los siguientes casos:

T
1) 0=—:
) 2

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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Como G:tanl(zlﬁ'y]

=>yr=1

= Se produce resonancia.

3.15. ANALISIS DE DISTINTOS CASOS

“_._._'-:.-.:-'C-:» Vg sm(co o t) ":.";"f-';-
Vyosin(@ -t) h
Vo Sin(@ 1)

Figura 2.23
En el sistema mostrado en la figura la estructura tiene una ecuaciéon de movimiento del
tipo:

P
m-v(t)+c-v(t)+k-v(t)= P, sin(@ t) v, (t O

\&’/
:>vp(t)=Pk°-D-Sin(w-t—6’) A /\ —
[\ ]
Figura 2.24 ! —|7— \/ t
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Si se tiene una aceleracion aplicada a la estructura del tipo V -Sin(cﬁ -t):
= m-(v(t)+V,, -sin(@ t))+c-v(t)+k-v(t)=0
= m-v(t)+c-v(t)+k-v(t)=—m-v, sin(@t)
D

2

—m-v
= v(t) :Tgo- D-sin(@-t-0)=-v,,
(0

= V(t) ~oc Vo D1

Esto es la base de un acelerémetro.
Para que funcione: 1

B =06-07y @ debe ser muy grande
(k>>m).

En la practica se utilizan los FBA
(Acelerémetros de fuerzas balanceadas).

v

06 1

SEES

Figura 2.25

Si se tiene la misma estructura anterior con:
m-v(t)+c-v(t)+k-v(t)=P,sin(@t)

:>vp(t)=|E’-D-sin(a)-t—9) A

y ademas se tiene:
Vo (t) =V, -sin(@ -t) 1.

AK £ =06-07

Sumando ambas soluciones:
v () = v(t) +V(t) 7

=V, (1) =V, @ sin(@ t)

m-(—v_,-@? _
=V ()=~ (;0 )'D'S'n(w't—g) Figura 2.26

=V (t)=V,,-y*-D-sin(@-t-0)

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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Para que el resultado obtenido funcione, la masa debe ser mucho mayor que la rigidez
(m>>Kk)

Este resultado se utiliza en medidores de desplazamientos inerciales, sismémetros o
captadores de movimiento.
3.16. AISLAMIENTO DE VIBRACIONES

Si se tiene la estructura mostrada en la figura 2.27, con P(t) = P, -sin(@ -t), la solucion
particular esta dada por:

— PO Nl
vP(t)_?-D-sm(a)-t—H) $P(t)

Entonces, las fuerzas son: ‘

Fe(t)=k-v, (1) k T c

FD(t):c-IE’-D-a)-cos(a)-t—H)

N/ /e /77
Como FgyF, estan a 90 grados: TFR (t)
:>FR = ‘FD‘2+‘FE‘2 Figura 2 27

(FR es lafuerza resultante)

3.17. RESPUESTA EN RESONANCIA

— P(t) =P, -sin(@ -t)

A

Figura 2.28
Dado:

v(t) =e " - (A-sin(w, -t)+ B-cos(w, -t))+|l3(°- D-sin(w -t - 0)

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 42



o |
N rc Ingenieria Civil

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS ¥ MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

o T
En resonacia @ =® = 0 = 5

= P(t) = Fp (1)

1 1
y D= =

Jo-rfe@prf 2P

Si las condiciones iniciales son nulas:

v(0)=v, =0
v(0)=v, =0
Entonces:
v(t):i-&- erot| L -sin(wp -t)+cos( @, -t) |—cos(@-t)
28k 1-4°
p<<1
Si:
=0, =
V(t) 1 -p-ot
- —-=——|e —1)-cos(w -t
Luego: V. 2.8 ( ) ( )
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1 est [ envolvente

—

Entonces la envolvente de la funcion esta dada por ‘1— e_ﬂ"‘"t‘

Si se analiza la envolvente es posible estimar la taza de crecimiento:

2.
- A . -t
B T

e /et = e y t=nT
i

=e T =e /M

Si una estructura no tiene amortiguamiento,  =0:

lim
'HA)O Vest

v 1
Ty (

sin(w-t) —w-t-cos(w )
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<o Desplazamiento en Condiciones de Resonancia. T = 0.5 do=0 vo=0
:goa H H r
03 —_—D01 n ﬂ 4
n
02 ” n n n -
01 |
i AR
—‘;0 ﬁﬂﬂﬂﬂﬁﬂﬁﬁﬁﬂ”
g MM MMMMMMM M M N
Huuvuuu 0
02 u U U U
| u
03 u
% 1 2 3 4 5 s 7 9 10
Tiempo (seg)
’ Desplazamiento en Condiciones de Resonancia NORMALIZADO A 1/2 B . T = 0.5 do=0 vo=0
S HEE IV RHEL n
L (
06 H
I
0.4 l
0.2 ﬂ ﬂ H
02+ V H
|
06}
ST
" 1 2 3 4 5 6 7 9 10
Tiempo (seg)
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3.18. ENERGIA DISIPADA

Para calcular la energia disipada en un sistema se integra la ecuacién de movimiento del
sistema en funcién del desplazamiento entre dos instantes de tiempo dados, de la siguiente

manera:
v(ty)

(F, (6) + Fo (0 + Fo ()dv =0
v(ty)

j Fo (t)dv=0

J

AEy AEy

Desarrollando la ultima integral se tiene:

W) _dv "
V(J;)FD(t)dv=.[c-v-E-dt=.|‘c-v dt

Finalmente se tiene que:

t
AE, +AE, =—[c-v*(t)dt
Energia _ disipada

En resonancia se tiene que @ = @ , entonces P(’[) =Fp (t)

Si P(t) =P, -sin(@ -t), entonces:

v(t):%-ﬁ-sin(a-t—e)

T
pero como se esta en resonancia: 0 =—

=V(t)= cos(@ -1)

>\—|O'U

L
2-p
Luego:

R s e L
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Entonces, la energia disipada corresponde al area de la elipse que se forma al graficar
F; (t) en funcion de V(t), como se muestra en la figura 2.32.

vy /| v(b)
Figura 2.32
Entonces:
Aelipse :”'a'b:WD
POI=P,
‘F ‘_CV =C- a)p :}Ae"psezc.a).pz.ﬂ-
P
W, =7 po._O.i \
k Zﬂ FE |
\—/_/ I I__
P 1
1 |
w =~ kp? -
—c= 0 W, = 2kp
T-w-pP !
c i
Como f=—= se tiene ]
. 2M-w >
C. 2-7-m-w®-p? 2.7k -p°
w
= f= D
4.7 -W,
Figura 2.33
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4. ENSAYOS EXPERIMENTALES

Se dispone de un gran numero de opciones para realizar ensayos sobre estructuras.
Entre las técnicas mas utilizadas estan: ensayo por condiciones iniciales o Pull Back, ensayo
por vibracién forzada y ensayo por excitacion ambiental. La aplicaciéon de uno u otro ensayo
depende de la precision que se quiera obtener en los datos y del costo del ensayo.

4.1. Condiciones Iniciales o Pull Back:

Aplicando condiciones iniciales se obtiene un régimen de oscilacion libre ( f(t) =0). Al
graficar el desplazamiento se puede determinar el periodo (T) y la razén de amortiguamiento
(). Si el desplazamiento y velocidad inicial es conocida en conjunto con la fuerza que los
produce es posible determinar también constantes de rigidez, la masa y el amortiguamiento de

la estructura. Si el sistema es de varios grados de libertad es relativamente dificil conocer las

matrices basica de masa, rigidez y amortiguamiento. Generalmente lo que se obtienen son los
las propiedades modales de la estructura.

Cl: vq Cl: vy

Figura 3.1: Ensayo Pull Back
4.2. Vibracion Forzada:

En este ensayo se instala una maquina en la estructura que genera una vibracion con
frecuencia conocida. Se determina el desplazamiento maximo para distintos valores de la

frecuencia de la maquina y por medio del método de ancho de bandas se puede determinar la
frecuencia de la estructura y la razén de amortiguamiento.
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T

P(t) =2mean’

Figura 3.2: Ensayo con vibracion forzada.

4.3. Excitacion Ambiental

Este ensayo es el mas economico y consiste en colocar una serie de sensores en la
estructura de modo que registren los desplazamientos obtenidos gracias a la excitacién
ambiental a la que esta expuesta la estructura diariamente. Los datos obtenidos se revisan por
medio de métodos estadisticos y se obtiene un grafico similar al obtenido en el ensayo de
vibracién forzada.

N

—
|_| Vmax
[ > sensores —>estadisticas —>

} | :

@
—

/

Figura 3.3: Ensayo con excitacién ambiental.
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5. SERIE DE FOURIER

5.1.1. Excitacion Periodica:

Cualquier excitacion periodica, P(t), puede ser transformada en una sumatoria de funciones
trigonométricas basicas de acuerdo a los conceptos de Serie de Fourier:

P(t)=a,+>_a,cos [@J + > b,sen [@J
n=1 n=1

p p
Donde:

a, :%Tfp(t)dt; a -2 j P(t)cos(z_:_mt]dt, _2 j P(t)sen(z_f_mtJdt

P 0 p P 0 p
T, es el periodo de la funcion P(t)

Ejemplo:

Dada la funcion rampa de la Figura. Su composicién se presenta en las Figuras para 7 y 201
coeficientes (dinaFourieCoef.m).

Fourier Series
1.2 t T T T T T T T T

Amp

02 04 06 0.8 1 1.2 14 16 18 2
Time (sec)
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Fourier Series Num Coef=7

P |
DFT

o
E
<
\//_\\_//
02 ! 1 1 L 1 1 1 1 L
0 02 0.4 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Time (sec)
Fourier Series Num Coef = 201
1.2 T T T T T T
P{t)
—DFT
1k
08+
06+
o
E
<
0.4+
0.2
5 ““‘
_02 L | L 1 1 L iE L 1 J
0 0.2 0.4 06 08 : | 1.2 1.4 1.6 18 2

Time (sec)
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MV (t) + cv(t) + kv(t) = P(t)

1
v(t)=—
(t) .
N .
a, 1—[&J —b, 284" cos(am,t)
[0 [0
2
o, =—
TP
5.1.2. SERIES DE FOURIER REPRESENTACION EXPONENCIAL
P(t)=a,+ > b,sen(o,t)+ > a,cos(e,t)
n=1 n=1

sen(x) = _71i(exp(ix) —exp(—ix)
cos(x) = %(exp(ix) —exp(-ix)

=P = Cnrexp(i o,1)

N=—ow

1 Tp _
C,=— j P(t)*exp(i ,t)dt
T, 3

mv(t)+ cv(t) + kv(t) = P, exp(i ot)

z C exp(iw t
v(t):ZTn 7p2( A -
1-| D | 4 2p%
w @

n = na)l
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exp(iw.t
H(a)n):K _p2( “) B
1-| @0 | 425
1) W
C;)n—C;)*n

Para extender a sefales no perioddicas, se hace tender el limite de Tp —>

Force

—~————" Time

1% - T
P(t) =— | c(w)exp(iwt)d

2:[:[0 o ot)d . :% expz(iwnt)
c(@) = [ P(t)exp(-i ot)dt )

—00

w . .
| 4 28%
w

(0]

1-—

Estas 2 ecuaciones son el par de Transformadas de Fourier

v(t) = i T H (@ )c(@)exp(iat)da@

6. PULSO

Force

—~————" Time

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K



7.
rc Ingenieria Civil

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS ¥ MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

”
P P, Sin o
- |
ig
P
Pa
oy |
)
B
o
i
1] i

En impacto se dice que el Ates tan pequefio que el amortiguador y el resorte no alcanzan a ser
excitados

Fasel - c=0
P(t) = P,sen(at)

Vo =O,\./o =0

v(t) = (Asen(wt) + B cos(at)) sen(at)

v(t):% _— sen(c;)t)—gsen(a)t)
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>0
[EEN

(a) cos(c;)t) - cocos(cot)j

\}(t) =0 /IPara obtener el maximo
c:)cos(c_ot) = c:)cos(a)t)
ot = ot + 270 = 27N — ot

:c_ot:Zﬁ—a)t

t= 2% /
o+ @
tgo: 2% < (Yaquetlc;)=7r)
0]
I
0]

iError! No se pueden crear objetos modificando cédigos de campo.

maximo esté en la Fase |

—>1
T
P g
o 7
.
T 2
P, 1
Vi =— sen
max k N2
1_| @ 1+—
o ®

Para que ocurra Fase |l
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Donde las condiciones iniciales son las del término de la Fase |

:>V0:V(t1)
Vo =V(t)
P, 2 ® W
max =? ~ ZECOS - _
| 20
w
UIHax -
\ -
1] 152
Y/
Sea D =™

%

Espectro (envolvente de todas las respuestas)

il ¥ iy )

Ra=

Ejemplo:
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P
Py
0 I
P, —1000
t, =1
L_1 /4 _0333-D=12
T 27\V1
K
Qmax = kvmax = POD
P
Fri
W—
i} Iy
[
FI(i)
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R = by (i)

Si no hay cruces por cero = D, =2

7. IMPACTO

El impacto es una accidon muy corta en el cual los desplazamientos durante la aplicacién de la
carga se pueden despreciar.

Si _I_—l < Z se cumplen las simplificaciones asociadas a las ecuaciones de impacto

mi) + i)+ kv(®) = P(t)  y c=0
i) =20 _K v(t) >0
m m

o Foreve PP
v(t) = jv(t)dt_ _([?dt

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K o8



|'/' % |
N fc Ingenieria Civil

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS ¥ MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

v(t) = v, cos(mt) + Al sen(tw)
a

v (t-t) = wsen(a)t)
[

v(it-t)= mia)(j. P(t)dt] sen(a(t —1,))

Ejemplo

-l

P, =50
t, =0.1
T=12

j P(t)dt
3, _03

= <14
T 1.2

8. CARGA ARBITRARIA EN EL TIEMPO
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La respuesta de 1 impacto unitario se escribe como:

vt-t) =

U P(t)dt)eﬁ”’(”l’sen(cod (t-t))

v(t—tl)=$ j P(t)dt |e """ Ysen(w, (t—t,))

Desplazamiento Fuerza Impulsiva. T=0.5 p = 0.03
4000 -
P
2000i- I l
i 1
1 | D1
0 r/\/\/\/\/\[\/\/\/\/\/\fvvwm
-1 - L
0.5 i D2
1] _/V\/\/VV\/\/\/\/\/\MN\'\"‘—
0.5 v ; g
1 | 03
0
AL | i
2‘ D1+D2+D3
o —/\/\N\/\/\/\/v\f\/\/\/\/\/\/\/\/\/wvvw-————
2 L | 1 |
o] L] 10 15
Tiempo (seg)

mv(t) + cv(t) +kv(t) = P(t)

t

v(t) = 1 j P(r)exp(—pao(t —7))sen(w, (t —7))dz — Integral de Duhamel

Map,

t
v(t) = .[ P(r)h(t-7)dr — Integral de Convolucion

0
h(z) = ! exp(—pwr)sen(w,7) >  Respuesta impulso unitario

may
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9. ESPECTRO Y PSEUDO ESPECTROS DE RESPUESTA

Selected Hypocenters

Sart Duiw 1 ot 25 00109100 16

g Cwie: Oot 36 000100 180 LB .
Min Miw gnitude: 0.0 Mux Magninds) 10.0 o s oo O 0O
i et © Max Dapth ) 1999

Wi Latitude: -#0 Mux Latiude 99 wiFe o @ @
Min Longilude: <180 Max Longitudse: 180 wor s 2 9 @

hur EEEIEAIRES)
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‘ P

Maijor tectonic plates of the world.
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Love wave
PN
N AN

Rayieigh wave
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25
— Lucerne
Llolleo 1985

'1] 1 l i Centro 1940
| L T

15

x*]

-

0.5}

-0.5

L (] J
0 20 40 60 80 100 120
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UNIVERSIDAD DE CHILE - REGISTRO UCH TOCOPILLA SQM (Proc. RBK)
(Sin Correccion)
0.4F o T T T T T T NS =
: Max: 0.392 |
T :2006
9
o
P
0 '4 = | 1 1 1 | 1 =
0 20 40 60 80 100 120 140 160
T T EWI
Mazx: 0,408
. T :232
B2
g
-0.4 | . | 1 | [ | 1 i
0 20 40 60 80 100 120 140 160
0.4F T T T T T T T up’ =
Max: -0.274
T 2287
G
5]
<
0.4k . | . | . L
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Tiempo (seg)
m K
[N}
k —
[N}
Massless Vg
fower
"

FU)+F@)+F(t)=0 mvi(t)+ C\}(t) +kv(t)=0

ut - -

v (t) = Vg (t) + V(1)

MV(t) + cv(t) + kv(t) = —mv, (t) = Pe(t)
La respuesta a esta excitacion es la integral de Duhamel

v(t) = a‘)—lj{}g (t) exp(-Boo(t - 7))sen(a, (t—7))d 7

9.1. ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS
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v(t) = __1j.Vg (t)exp(-po(t—7))sen(w, (t—7))dr

@y %

Sd(T, B) = max |v(t)

?..O

— Vg T >

Nota: Si T, =0 — La estructura es infinitamente rigida

= El desplazamiento relativo suelo oscilador es nulo
Si T, = — La estructura es muy flexible. El desplazamiento relativo oscilador base es

igual al desplazamiento de la base T =0 = Sd — ‘vg max

ESPECTRO de RESPUESTA B = 5%
REGISTRO: UCH TOCOPILLA SQM (Proc. RBK)
(Banda Frec: 0.15 - 25 Hz)

0 1 2 3 4
Periodo (seg)
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9.2. ESPECTRO DE VELOCIDADES RELATIVAS

Sabemos:
t ..
vty =—* [va (©) exp(~Beo(t —7))sen(a, (t - 7))d 7
Wy o
Recordando que:

b(t)
#(t) = j G(t,7)dr
a(t)

dg(t) "? dG(t,7) db da
" _a!t) m dr+G(t,b(t))dt G(t,a(t))dt
P,

v(t) =

jvg (r) exp(—pa(t—7))sen(w, (t—7))dzr

@y

. [ () exp(- ot - 7)o t - D)
@p 9

—V, (t) exp(—Pa(t —t))sen(a, (t— t))% +V, (0) exp(—fa(t - 0))sen(a, (t - 0)) %
ﬂ t
= v(t) = —L— [ v, (r) exp(~Ba, (t - 7))sen(a, (t - 7))d
oyl

_ j.Vg (7)exp(—pa,(t —7) cos(aw, (t—7))dr

Se define: Sv(T, ) = max \}(t)‘
T>0=>k—>0o=S=0

Too=>k—>0=S—> V g max
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ESPECTRO de RESPUESTA = 5%
REGISTRO: UCH TOCOPILLA SQM (Proc. RBK)
(Banda Frec: 0.15 - 25 Hz)

NS |
EW
uD

Periodo (seg)

9.3. ESPECTRO DE ACELERACIONES ABSOLUTAS
.. T .. ..
V=V (1) +V(t)

La importancia de determinar la aceleracion absoluta maxima del sistema radica en que

depende de las fuerzas inerciales en el sistema

Luego sumar ;/.g (t) para obtener V' (t)
A partir de la ecuacion de movimiento (conocidas \./(t) y v(t))
mu" (£) +cv(t) + kv(t) = 0
i 1) = =S - L
m m

Conocido V' (t) por cualquier método

sa(T, ) =max|v" (t)
T=0=k >0o=Sa— PGA
To>ow0o=Sa—->0
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REGISTRC: UCH - POLICLINICO TCCOPILLA
(Banda Frec: 0.15 - 25 Hz)
1.4- = f : —
| —
—_—EW
1.2} | s LA
1
08
=]
@
o
0.6
0.4}
021 1
V] 1 2 3 4 5 1] 7
Periodo (seg)
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35 T T T T
— Suelo |
—— Suelo ||
— Suelo ||
— —— Suelo IV |

25

Y 1445 J
-

0.5

1
0 05 1 15 2 25 3
Periodo (seg)
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o B \ . PERU ’Lr)\ . &
- ) _\, \\ “."1 -
R\
1312 l‘] :/
= n\m} l \*LJ =
MAR CHILENO ‘ ] \\,
L LA
8 l‘ "_l-' 1 \l.
w £ [ 0% T
& J : | =
S 18 -
.w. R —— I - ! i /r
A
\ 1y E,
) do
/ f”_j %
;/3'2:?3 W !5
A
i Ao
/) ) ,Jj 1"&“'
i g
: wo wal) H N
o S g

Figurn 4.1 s}-Zonilicacitn sismica de Ias Regiones 1, I y il

9.4. PSEUDO ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTO, VELOCIDAD Y ACELERACION

Se define como:

Sd(T, ) =Sd(T, B)
PSV(T, B) = wSd(T, B)

PSa(T, 8) = »°Sd(T, )
PSa(T, ) = wPSV(T, /)

9.5. ESPECTRO TRILOGARITMICO

Resume los contenidos de los pseudos espectros de desplazamientos y aceleracién

Dado que:
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PSd = ZL PSv = log(PSd) = log(T) —log(27) + log(PSv)
T

PSa= 2_|__” PSv = log(PSa) = log(27) —log(T) + log(PSv)

Sy Sa &d
100 -
10 4
1 4
0.1 1 10 T
Ejemplo:
Tn=1seg
—92,CM
PSV(TN, ) = 27 A
Entonces

log(PSd(Tn, 3)) =log(2) — log(27) + log(27)

= PSd(Tn, ) =1cm

log(PSa(Tn, B)) = log(27) —log(Tn) + log(PSv(Tn, 3))
log(PSa) = 2log(2x)

= PSa(Tn, B) = (27)?

PSv PSa Psd
2
1 -
0.1 1
" Ll ]
0l 1 10 T

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

73



Cfm Ingenieria Civil

ULTAD D
CAS Y M/
VERSIDA

A(
IS
N

UN

E CIENCIAS
ATEMATICAS
CHILE

9.6. OTRAS VARIABLES DE RESPUESTA SISMICA

2.5
Integral de Housner= S| = 2—14 ISV(I',ﬂ =0.20)dT
01

V, inJdsec

ST
/)

0.1 25

v(t) = %ji}g (r) exp(—foo(t — z))sen(wp (t —7))d

1 1 -
Erora () = 2 Kv2(t) + 5 mv(t)

1

. —I{ij'v'g (r) exp(—fao(t — 7))sen(wp (t — r))dr] n
2 \wp 3

% mU'\}g (2) exp(=Bot - 7)) cos(@y (t - 7))d r]

_, |E®*2 _
m

m(}g (2) exp(=faor(t — 7))sen(wy (t — r))er + UUQ (r) exp(=feo(t — 7)) cos(wp, (t - r))dr] }

1/2

Si desarrollamos sen(wyt —wy7)y CoS(@wpt — @y 7)
Sellega a: (con f=0)

ZEW) Kj';/.g(r)cos(war)J +U;/.g(f)59n(wad7)] }
m 0 0

1/2
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F{Ug (t)} _ Tvg (t) exp(ict)dt
exp(iwt) = cos(wt) + isen(awt)

- F{Ug (t)} - Ti}g (t) cos(at)dt +T§}g (t)sen(at)dt

ol

9.7. Intensidad de Arias

2 1/2

- U;/.g(t)cos(a)t)dtJ +ﬁ§/'g(t)sen(a)t)dt]

71- t..
IA=— t)dt
29 _([Vg()

Escala de medida de energia

10.SISTEMA DE N GDL

Siempre trabajamos con los GDL dinamicos, si tenemos exceso de estaticos, debemos
condensar hasta tener solo los dinamicos.

Para NGD, se tiene que en el equilibrio de fuerzas:
[fl (t)]nxl+[fD (t)]nxl + [fE (t)]nxl = [P(t)]

Donde la s fuerzas elasticas, de inercia y disipacién, se definen como:

[fE (t)]nxl = [K]nxn [V(t)]nxl
[fi®O]=[M],, [VO],
[fo ] =[Cloa [V

Uno de los primeros pasos para resolver esto, es el calculo de la matriz de rigidez, identificar los
grados de libertad del sistema la matriz de masa, para esta ultima debemos poner
preferentemente los GDL en el centro de masa.
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Ejemplo:
vlT <\v3
—
we
[ 12EI 6El 12El ]
E NENE
[K]= 0 0
6El 12EI 6EIR 4El (12EIR 6Elj
+ + +R +
IS L’ L L’ L )]
Para Kss: si giro 1, se tiene
- "
— V +
m, 0 O
[M]=| 0 m, ©
0 0 |,

Cuando escogemos GDL en el centro de masa,
enormemente los calculos.

la matriz es diagonal, lo que facilita

10.1. Fuerzas disipadoras:

[ fD (t)]nxl = [C]nxn [V(t)] nxn
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En general no calculamos C dado que normalmente el disipador no existe.

Luego la ecuacién caracteristica de equilibrio, para un sistema de NGD es:
MIIv@O]+[C]lvm]+[K][v®] = [PM)]

Solucién ala ecuacion:

Primero resolvemos para [C] =0

Problema homogéneo:

Donde su solucién es conocida:
[y(t)]lxl =Y (t) *Sen(Wt)

[V(t)]nxl = [¢]nxl[y(t)]lxl = [¢]y0 (t) * Sen(Wt)
[V(t)] = -w?[#]* y,sen(wt)

Si reemplazo la solucion.

(K] = w? Mo 8] = (0],
det[[K]-w?[M]|=0

De esta ecuacion se obtiene o, (Valores propios.), los que representan las frecuencias de cada
modo.

Problemas de valores propios
- nsoluciones.
- nfrecuencias.
- nvalores propios.

Ejemplo
m:
1 0
0 2
k =
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2 -2
2 4

phi=

-0.7071 -0.7071
-0.5000 0.5000
w2 =

0.5858 0
0 3.4142

polcaract= 1 -4 2

NGDL=5

m= 2
k= 3
beta = 0.0500

polcaract =1.0000 -13.5000
phi =

0.4221 0.3879 0.3223

0.3879 0.1201 -0.2305

0.3223 -0.2305 -0.3879

0.2305 -0.4221 0.1201

0.1201 -0.3223 0.4221
w2 =
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63.0000 -118.1250 75.9375 -7.5938

-0.2305 0.1201
0.4221 -0.3223
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0.3879 0.2305
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0.1215 0 0 0
0 1.0354 0 0 0
0 0 2.5731 0 0
0 0 4.2462 0
0 0 5.5238
NGDL: 5 - Mpiso= 2 - Kpiso 3
120 — . T T T .
| — wP= 0121521 w?= 1.03542 wP= 2.57306 w’= 424625 W= 5.523?6]
100
80 |
II
§ 60 I,u'l
:“; I,'I
% “
20 s
0rg o e ® ’?
-20 ‘ ! ' o
0 1 2 3 4 5
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6 x10* NGDL: 20 - Mpiso= 2 - Kpiso 3
[

T T I
357117 w’= 4.01405 w’= 4.43316 w’= 4.81868 w’= 516156 w’= 5.45379 w’= 5.6885 w’= 5.86019 w’= 596484|

5

4

3

Polinomio Caracteristico

1 1 1
0 1 2 3 4 &
Raices

10.2. Propiedades de ortogonalidad de modos

(K]-w?[Mm g}, =
Wf[ ]{ } [K ]{}

Trasponiendo

[K]simétricas.//MuItipIicando por {¢§}j

= w’{g | [M]={g} [K] Matriz [M] y
= wi{g} [M]ig}, = (o) [K]{g}, ).

Consideremos la ecuacion para el modo j

wi[MJig}, =[KJi¢}, 1/ pre-multiplicando por {g};

=w:{g}l Mg}, = o [KIe},  (2)

Restando (2) — (1)
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Sii :.'":J =>W; :.'EWJ'_

=> {}] [M ]{qﬁ}j =0 (3) Ortogonalidad de modos respecto a la matriz de masa [M].
Introduciendo (3) en (1)

{¢}.T [K]{qﬁ}j =0 siiFj Ortogonalidad de modos respecto a la matriz de rigidez [K].

Consideremos: [K]{¢}j = {f }j

=> {¢},T {f }j =0 El Trabajo de las “fuerzas” que producen deformacion del modo
{d}; por los desplazamientos del otro modo {d};, es nulo.

K sie i
K][¢j ]: <0I—_>)i I¢ JJ k, Rigidez modal

i M][¢J]:<g]'_: ;:JJ m; Masa modal

10.3. Normalizacion Modal

o) IMig}; = Zm 4
Si normalizamos los modos talque
(§) o}
ij¢,2.
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10.4. Coordenadas modales

/ - i)

W2

= dixy  + + +

e

vl wmels]  n@s] PROIEY

o

La respuesta de una estructura de puede ver como una combinacion de todas sus formas de
vibrar.

%m=gmmmﬁ
V)] = y.(O)[& ]+ .+ Y (O[] +-
I IMvol= [T M. Ol ]+ + 8] My ©fs ]+

Donde por ortogonalidad todos los términos son = 0, menos [¢ [ [M ly, (t)[¢ ]
[;zﬁi]T [M][v(t)]=M,y;(t) /M, masa modal

Luego

[ﬁf[m}han ma»:WITmJW“”

Yi )=

10.5. ,Como resolvemos?

ml

— V3
K3
m2
— ¥2
1 v2 3
K2 ml 7 m2 m3 4
m3 —
—> 7l
+ +  [K3
1 K1 E2
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v, (t)
v, () | =8y, ©) +[8, ]y, + e ]y, (®)
v, (1)

1) Encontrar [M ][K][P(t)]

MV ]+[C]v@]+[K][v®]=[P®)]

2) Platear problemas de valores propios sin amortiguamiento (la aproximacién es muy

buena)

IK]-wz Mg} =0.

3) Encontrar todas las formas modales

o] ]
M, =[4] [M][4] i=1..n
Ki:\NiZMi

PO=[TP®O] i=1.n

4) Encuentro las coordenadas iniciales para cada forma modal.

[4] MIMOL S - [4] LILL)

Yi (0) =

B, i=1..n

(4] IM][2]5.O+[4T [Cll2]%O+[a] [KI[4]v.0=[4] PO
Miyi(t)+ciyi(t)+ Ki yi(t): P|(t)
Y0+ 2w Ay, O+ Wy, () =R(®)/M, i=1.n
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= Z Yi t) [¢
=> v0[4]
=> 5.0[4]

fe(t) =[K][v()]

[fo®]=D fa®) =D [K]y:®[4

Compara Modal y Total
05 T T T

' f TOTAL
’ ‘AW’WWWWWWMW
05 I | | 1 |

0.5 T T 1

05 L 1 |
05 T T 1

I MODO 1
0 ‘MWM"’«'W%NWWMM
1 1

MODO 2

Acel
o

05 | | |

0.2 T T

MODO 3

02 1 1

0.05 T T T

MODO 4

-0.05 . ! :

0.02 T T 1

MODO 5

-0.02 g ; '
0 10 20 30

Tiempo (seg)

40

60
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Paso Paso RESPSS
100 - T T T T - ——
K*v
80l [——Mairvg)| |
60 )1 :
a0t .
201 .
™o
w
@
@ 0 N
;=
(=]
Q
-20
-40 N
60+ i}
_80 - -
100 - 1 A L 1 1
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (seg)
Corte Basal para varios Amortiguamientos RESPSS
500 T T T T K“'v’
° M*(a+r*vg)
a o sum(Ln.ZMn*vn)| |
500 - i 1 1 L 1 |
0 10 20 30 40 50 &
100 T o -
|f|l IFI I.|-| I«‘1 Ky
0 T | 114, M*(a+rvg)
=] i . I ll, W A N :
s Of f’ \l \f \ \ | WA AN sum(Ln /Mnvn) |
S N L i
| ¥
100 311 — fﬁl%ﬂ A2 27) | 1 1 |
20 30 40 50 [}
100 T T T ==
f} « (5427134) K*v
- M*(a+r*vg)
‘_:__ 0 N\r l/\f\ﬂt JHLW»MVV\/\/\/‘\P,,\’-: R A VA YAY sum(L.nlen*\fn)
-100 1 1 1 I
[ 1[) 20 30 40 50 5]
100 T T T T
K
- m ﬁ; « (e ’ M*(a+r*vg)
: ey It gl A " Doy A R PN ]
Z 0 q\lu ﬂﬂ Vi 'f\'v ettt a Y et —— sum(Ln.2/Mn*Vn)
100 ! 1 L 1 L -
0 10 20 30 40 50 60

Tiempo (seg)
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10.6. ¢, Como calculamos la matriz de amortiguamiento?

Tenemos que desacoplar el problema (usando la ortogonalidad de las formas modales)

[4] IM][a]5:0+[4] [Clla] O +[4] [K][a]vO=[4] P®)

10.6.1. Amortiguamiento Proporcional de Rayleigh

Decimos que [C] es combinacién lineal de [M] y [K].
[cl=aM]+blk]  [pJIcTal=lp, ] lm]+blK]lg

C_<ami+bki—>i:j
' \0—i#

1
2m,w,

Ci=p -8 :ﬁaﬁLgWi

Siasumo 2 f, conlos @, obtengoay b.

La matriz de Rayleigh tiene las mismas propiedades de ortogonalidad que [M] y [K], es decir:

[¢,T[c][¢i]=<ci =]

0—>i=]
ﬂ,zi{iajtw,b
2| w, |
Ea—

s FN

Ail 2| Ly |b
W, |
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-
€= gm 5
¥ c= ﬂl
% = 020, -
by = r:,:umrz
T T T T L
o, o, u W

=il'_t

T
'H__
IE':l:.n 2 ‘..nl‘
o
} L
d o
'|.‘ -
L -
L
r.h"--___
l..li .-___‘_“--
.

10.6.2. Amortiguamiento Proporcional de Caughy

c]=3[c,]= MY a, M K]}

1 2b
= — E a W
ﬂl 2Wi - b Vi

Para ajustar:

2 p—>b=01
3 f—>b=-101
4 f—>b=-2-1010 -1012

1 1
A, IS =2—W1[ao+61Wf]

2W, p—o1

2 =2iwz[ao+aiwzz]

10.6.3. Amortiguamiento Proporcional de Penzien - Wilson

Conozco todos los S,

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K




S |

YT r‘ fﬂ Ingenieria Civil
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

B, Parai=1,...,n — conozco [C]

Luego:

4] [Clg]=a

2p,wm, O 0
[a]={ 0 0

0 0 2p,w,m,

Luego, se puede calcular [C] como:

[c]={oT " [a]0]

Se puede demostrar que:

[c]=[M eI, " kM, JoT M]]
M, ]=[g] M ]g]

1 = [T o]

[M.T [m,]=[1]

(M JeImJo]=[1]

M T [e]' M] =[]
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11.RESPUESTA SISMICA PARA UN SISTEMA DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

= —=n nxl a nxl ]nxl g (t)lxl

%)

[MI[V ® ] +[C]v@ ]+ [K][vo]=[0]

[M][ v +[r][¥,® ] |+ [c]vm]+[K][v®] =[0]

MV ]+[CIVO]+[KIV®]=~[M ][]V, () = | Praino®) |

(v ]=[¢][y®)]

[K]-wi[M]H[g]=[0]

[4] MI[415:0+[4] [Cl4]%O+[4] [KI[A]v. @) =~[4] [M][r]y,
M, (0) + Gy (0) + Ky () =—Ly, () i=1...n

M. C. K. : Masa, Disipacion y Rigidez modal

L, : Factor de participacion modal

Solucién Integral de Duhamel.
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j LV, (z)*e " sen(w, (t - 7))d7

|d|0

L, "
Vi = oY B Vy)

v]=2[4]vi©)=2[¢ {—WV(t)}

Fanﬂkhmkzlﬂmﬂﬁﬁwﬁ%

Fe®)=>"[M]¢ ]{ 'W'I }

La ventaja de esto, es que [M] es diagonal y [K] no.

11.1.1. Cortante basal:

Fel —

Fe2 —>

Fe3 —

QM) =[1] [F:(®)]

o S|

—Q(t) = Z—wv (t)

>

2
M = I\l;l_l =[] [M]1] Lanorma exige un 90 0 95 %
i=1 i
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11.1.2. RESPUESTA ESPECTRAL

Espectros

i in

¥, mte

\

20

J,f

Vi :ZM]Yi

L
|Vi|=[¢|]visd (ﬂi’Ti)i

11.1.3. COMBINACION MODAL

ABS

[V]=> |v|> Conservador, pues sabemos que sumando todos los maximos, nunca se va a

tener respuestas mayores

SRSS:

1
)= (S )
NCH433 OF 72

[Vlcnasre :%(Z|Vi|+(2|vi|2);]
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cQC

M:[Z Zj:(pijvivj)j cac

N -

Donde:

Ti
r=—
T
X:\/ZiijiniXi
8 2,312
Pjj il

T @+ A=)+ 4% (LeT)
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0.8f
|
0.6 /
2os

0.4

i\

1 T =]
— Amor=0.01
— Amor=0.05 |
| — Amor=0.10 H

0 05 1 15 2 25

TuT)

3 35 4 45 5

12.VECTOR DE INFLUENCIA R

Para la siguiente estructura, se tiene:

ml

me
N :
=f
FEr
b L
—
vl Ig
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F =Ml O)=MTr ]+,

Caso 2)

F L.

Ef ml
ET
b L
gllg

[M]:[m1+m2 O}

0 ml

FOI-MI©=-ME O},

Para este caso, ¢ Cuanto vale [r]?
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II(E) 42

W W

Iﬁk P(t) I% ql —5 vl
estatico dinatmico

13.CONDENSACION ESTATICA

[KIv®)]=[Fe ®]

(Kool [Kox [v, () [ 1e(®)

{[Km] [Kllﬂ{[vl (t)ﬂ B Ll(t) = 0}

[KlO ][Vo (t)] + [Kn ][Vl (t)] = [F1 (t)] = [O]

v ©] = Ky Ky Jvo O]

[Koo][v (t)]_[Km][Kn]_l[Klo ]_10 [V ]: [F (t)]

{[ [K01 [Kn] 10 }[Vo F (t)
il V

EORY AR NS

K=ol bl L

[T], no depende del tiempo, entonces:
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[v]=[T1v,]
v]=[r1v.]
v l=[rlv]

Cl]=FTIcTr]
M= IM]T]

Ejercicio #7 condensacion.

k]

VAN

_}2

11 k12 k13 vy R
21 k22 kzs Vo | = Rz
v R

31 32 33

V.
[kSl k32 {Vl } + k33‘93 =0
2

De ahi se despeja el GDL que condensamos.
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14. TORSION

K
ko 3
%—.kl b

=1
m = yab
IO:%m(a2+b2)
m 0 O
[M]=|0 mr? 0
0 0 m
k11 = Z(kix *1)
ky, =0
k21 = _z (kxi Yi)
k, =1
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k22 =Z(kxiy| +ky|X| +k )

ka _zkxiyi 0
zkxlyl k22 zkyl i
2kix 2k,

k =k, +Kk,

kx = kai
ky = zkyi

k& =Z<kxiy| +ky|X| +k )

_kalyl
kye, = kyx,

k, -¢ek, 0
[K]= —ek, Kk, ek,
0 ek, K,
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En la practica no se permite el desplazamiento relativo en los ### de pisos consecutivos mas

2 : o : h,
alla de m en ninguna direccion ni el giro relativo mas alla del ——

000
Ejemplo:
k
a T a
r= o
m
1 0
[M]=[0 r® 0 k, =0
0 0 1 k, =k, =k
m=1
a=10
k, =1
E -
k, 153
k)
S - K
k,, =3k
u=0

K, =ko+k2 k22
2 A D D
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k, =1
i
' k
kg 1 3
K k
| K|
' T
Ky, = 3K
K, =—ka
k;; =0
k, =1
*KE[
]
Kaf2 N !h
kl
TKa lKa
Kal2 a2
a\’ a\)’ a\’
kzzzka2+k(—J +ka2+k(§j +ka2+k(—j
3k a—k 0
2
2
K]=|3 dka? k2| —ak
2 4
0 —ak 3k
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3 5 0
[K]=K|5 @ -10| K=1.

0 -10 3

1 0 O
[M]=|0 100

6

0 0 1

13
—T =36

3.8

021 0.89 -045
[¢]=| 087 0 0.3
~0.43 045 0.9

6.11Excentricidades:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

101



o |
N rc Ingenieria Civil

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS ¥ MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

oLy o210

"k, 3k 3

1 kZ 10

s etk e A Y

y MZXM k6
o (2.0
3 6

Si tenemos un impacto:

M Qv+ [Clv]+[KIv]=[P®)]

ky 1*3
kl

[K-—w?m s =0
En caso de terremoto:

Vg

[POl=M]r]v,"

Vs

En este caso [r] es una matriz identidad:

(0= z[ML—WVJ
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15.METODO DE RAYLEIGH

g

by - -’Eﬁ- g L]

mg

v(t) = z,sen(wt)
V'(t) = z,wcos(wt)

E. cinética

1
E ()= % mv'(t)°
E. potencial

E, ()= Lo

E,|max = E . o
|E | £ debe cumplirse pues el maximo de una se encuentra cuando la otra es cero.
max =
k

S IR = 2 = 2wy
2 2 2

» K
> W =—
m

A partir de la energia obtenemos la frecuencia
Este método parte de que puedo descubrir para cualquier estructura los modos de vibrar para
cualquier tiempo, esto es:

-supongo una forma de vibrar ¢(X) , luego
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v(x,t) = () y(t) = #(x)z,5en(wt)

e —— X
£ . 2
t 1
t1 & ?
E, (t) = | =m(X)oX| —(x,t
 ® !2 (x) (&( )j
1 |
-3 j m(x)[#(x)z,wcos(wt) [ & = E, (t)
0
1o, 2
|Ek|_§z0 w _[¢(x) m(Xx)ox
0
— Falta calcular la energia potencia:
F E, = Lka
2

LA

E, =%M9 =%(K9¢9)0 =%K992

e
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E, = I%M (X)@(x)x
M (x) = El (x);—zy(x,t)

1! sv, Y
E, = ! El(x)[y(x,t)] X

— Reemplazando el ¢(X) que supuse:

—>E, = %j' El(x)z2sen? (wt)[¢" (x) Jo

—|E,| =%iE|(x)z§[¢"(x)]25x
E|=|E,]

[EIO0l CoFox

S>w= =

j M (X)¢? (X)X

*

Ejemplo: viga simplemente apoyada.

Construimos ¢ como una parabola talque cumpla las condiciones de borde en los apoyos.
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— ¢"'(X) = —% = cte

W2 = 120El
mL*
Elg(x) =M =cte

— No puede ser.
— ¢ Definido no sirve

Veamos ¢ como una sinusoide.

sen(ﬁ)

vin) = [ senf
¢(X)‘(Ljse"(Lj

#(x) =

w® =974

El
mL?

La frecuencia menos es la que mas se acerca a la forma de vibrar real.

k, =375
k, =192
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1
Nos damos un [¢1] = [0 9} como primer modo.

Ed=3Zmiv[ =3 Emwp

= % Zo2 Z m; [¢| ]W2

—>=%z0w2 (50+0.92)+10%*1%]= &stzng %1000

=2 [ vl ]
ﬁanﬂ—mJ

-1 z0 ?[8750(1- 0.9)* +1920(0.9)¢ [*1000

—>=%221592 7*10°

Luego

w2 219927 415y
50.5

w = 5.6 rad/seg (para el primer modo)
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16.SISTEMAS CONTINUOS

Se tiene el siguiente estado de cargas:

o m. El o
i L i
] T
—

i

Luego, con un diagrama de cuerpo libre se identifican las fuerzas que intervienen en el sistema,
trabajando siempre, sobre el eje neutro

P(x.6) 8
S

Mz | Vixg) FX T+ Eﬁr Mix.6)+ %ﬁx

L

Frlxe)dn

Haciendo sumatoria de fuerzas verticales:
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>V (x,t) + P(x,t) =V (x,1) +%5x+ f, (x,t)X
X

Despejando se obtiene

— P(x,t) =%+ f,(x,t) > @)

Pero, se sabe

Luego haciendo sumatoria sobre los momentos a los que esta sometido el cuerpo:

2. M,

P(x,t)oxdx  f, (x,1)oxdx _V (%, )X _ M s+ M (xt) + oM

-M(x,t)+
2 X X

=0

Con lo que se obtiene

N M (x,t1)

~ =V (x,t) > (2)

Sabemos ademas (ecuacion de la elastica)
M (x,t) = El (x )m (3)

Sustituyendo en (3) y (2) en (1)

2 52
m(x)—(x t) +—{ } P(x,t)
X
Caso basico:
_ 0% ot

m—(x t)+EI—(x t) = P(x,t)
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Solucién homogénea

_ 0% otv
m—-(X,t) + El —
A’ (x.1) ot

(x,t)=0
Solucion del tipo: v(Xx,t) = ¢(x)y(t)

my" (t)¢(x) + El¢* (x)y(t) = 0.

RO
Ely®)  4(x)

De lo anterior se obtienen 2 ecuaciones, una en funcion del tiempo, la otra funcién del espacio.
y(t)y #(x) respectivamente

—a* =cte

El
nt 4
y'(t) +a 000

y(t)=0 — Solucién del tipo y(t) = Asen(wt) + B cos(wt)

' (x)-a‘g(x)=0 — Solucién del tipo ¢(x) = Ae*®
Ab‘e® —a*Ae® =0
b —a‘px)=0->b*=a* >b=l{a-aia-ia}

B(x) = Ae™ + Ae ™ + Ae ™ + Ae™
$(x) = Ae™ + Ae ™ + A {cos(ax) —isen(ax)} + A, {cos(ax) + isen(ax) }

Pp(x) = Ae™ + Aje ™ + B;sen(ax) + B, cos(ax)

#(x) = B;senh(ax) + B, cosh(ax) + B;sen(ax) + B, cos(ax)
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Resolvemos para viga simplemente apoyada.

Condiciones de borde en x = 0:

v(0,t) =0 — y(t)¢(0) =0
M (0,t) = 0 — Ely(t)¢" (0) = 0

#(0)=B,*0+B,*1+B,*1+B,*0=0 )
—B,+B,=0

¢"(0)=B,a’*0+B,a* -B,a*-B,a**0=0 2
—>B,=B,=0
Condicion de borde en x = L.

v(L,t) =0 — y(t)¢(L) =0
M (L,t) =0 — Elg" (L) =0

¢(L) = B;senh(aL) + B,sen(aL) = 0 (3)
¢"(L) = B,a’senh(aL) - B,a’sen(aL) =0 (4)

— 2B;senh(aL)=0—> B, =0

B, =0

B,sen(aL) =0 — nr
aL=nzr > a= T
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#(X) = Basen(nT;Z x)

, a'El n*z*El n?z? [EI
W™ = =] 7 > > —_—
m LY m L m

Tenemos infinitos modos, como corresponde a una viga en un sistema continuo. Los primeros 3
serian:

71X
#(X) = Bsen(TJ

27X
#(x) = Bsen(Tj

37X

#(X) = BSE“(TJ

Para el caso de una viga “cantilever”
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En x = 0, el desplazamiento y la flexién es nula

v(0,t)=0—->¢(0)=0—>B,+B, =0
v'(0,t)=0—>¢'(0)=0—> B, =-B;

En el extremo libre: momento nulo

M(L,t) =0 — Elg"(L) =0

B,sen(aL) + B, (cos(aL) + cosh(alL))=0

Corte nulo:
V(L,t)=0—> Elg"'(L)=0

B(cos(aL) + cosh(aL))+ B(- sen(aL) + senh(aL)) = 0

Rescribiendo:

sen(aL) +senh(aL) cos(aL)+cosh(aL) | B, | |0
cos(aL) + cosh(aL) —sen(alL)+ senh(aL) || B, o
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—1+cosh(aL)cos(aL) =0
a,L=1.8751
a,L =4.6941
a,L =7.8548
a,L =10.996

Paran>4 a, L = (2n —1)%
B, 7.;9(;:;.2 [ (%), <F’ #(x)

cosh(a, L) +cos(a, L) (
senh(a, L) +sen(a,L)

@, (x) = B{cosh(anx) —cos(a, x) — seh(a,x) — sen(anx)}

16.1.1. .Demostrando ortogonalidad.

Sea una viga cuya deformada tenga la siguiente forma:

]
m, ki
— — = X
Ao . ot
t 1
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V(x,t) =Y ()4 (x) = z,sen(wt)g, (x)
fl (x,t) = m(x)wizzisen(wit)¢i (X)

Vi (x,1)| = 2,4, (%)

|, (x,1)] = z;w’m(x)¢, (X)
‘vj(x,t)‘ =2;4;(X)

|, (x,t)] = 2;6,w?m(x)

j f, (6 )v; (t, X)ox = JL. fi(x,t)v;(x,t)ox  (Betty)

jm(x)ziwi2¢i (X)¢j (X)Zj§X = _l':m(x)zjwjz¢j Z;,0%

W —w})[m(x)g, ()¢, () = 0

=] Im(x)¢i2(x)§x = Masa modal

i j - [m(X)gg;5x=0

m(x)—z(x t)+ gTZ(EI(x)—(x t)J P(x,t)

v(x,t) = ¢(x)y(t)

#(x)Asen(ax) + B cos(ax) + C cosh(ax) + Dsenh(ax)

Condiciones de borde — w
Condiciones iniciales.
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[ M0 (08, ()6 = <M‘ 2= b # W,

0—>i=#]

Im¢i2(x)5x =M

m(x)—z(x t) +5—2(E| (X)V"'(x,1))=0
Pero v; = ¢,(X)y; (t)

[4, (x)ax{m(x)yi "(DP(x) + %(EI ()Y, (t)¢"(x))} =0

v (0 m()g, (g, )3+ y, (O] 4, (x)%(EI (), (x))5 =0
0—>i#]j

j¢ (x)— E1(X)¢y" ()0 = {kﬁizj

El o va alo largo del eje neutro
Integrando *, por partes

6,002 (E100¢"09) [; = [ 4,75 (1004 () =0

$,(00Q(x) |5 —¢; (EN (8" (X)) |5 + [ ;" (OEI (g, = 0
2 52

m(x)—(x t) +T(EI (x)—(x t)) P(x,t)

VD) = Y 400V 0
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Luego la respuesta final real, se puede expresar como una suma de todas las respuestas
asociadas a cada modo:

/‘,,.2 - ) <"'"'-;.,u}
— ¢ + + + > + ...

v(x,0) =V, (x) = 2.4 (X)y; (1)

[ (g, (v ()%= [ mx)g; (3 4, (x)y; (0) ok

[ M08, (v ()3 = ¥, (0) m(x)} ()%

[ Mg, vy ()

Yj 0)= 2
Im(x)(/ﬁj (X)x

[#,me> 8 )y )+ [ 4, (x){ B vi 0 () [0 = [ Px, 1) ()

Y5 O M)z x)+y, WM )= P* ()
y;"(OM; +WM,y, (t) = P*(t) j=1..00
M,y " () +28,W;M,y;'(t) +WiM,y, (t) = P, *(t)

[ M0, (), ()5

yj(0)= M

j
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F, (x,t) = m(x)V"'" (x,t)
=mx)|v'" (x,t) + ¢, (X)Vv, @]
g, =1

Per (X, 1) = —m(X)¢, (X)v, " (1)

16.1.2. Deformacion por corte (distorsién angular)

Luego haciendo un diagrama de fuerzas, se tiene:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

118



fcfrd

ACUL I \D DE CIE J(,
IQL 5 Y MA TEP ATICAS
UNI E7 5IDAD DE CH E

Fix,£) +%{x, £y

Fix,g)

1N

Con lo que se puede plantear las siguientes ecuaciones:

*) - m(x)g—zv(x,t) +ﬂ(x,t) =—P(x,t)
SV ot X
F, (X, t)ox =V (x,t) +V (X, t) + — (X, )X + P(x,t)ox =0
X r=Gy
V(x,t)

o )—(X t)

—( t)=— (GA(X)—(X t))
(*)—>m (x t) — (GA(X)—(X t)) P(x,t)

mv''(x,t) — GA'V"'(x,t) = P(x,t)

v(x,t) = > #(x)y(t)
/ m / m
#(x) = Asen( aax}t Bcos( aax}
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17.TEMAS AVANZADOS
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18.VECTORES RITZ DEPENDIENTES DE LA CARGA

LOAD-DEPENDENT RITZ VECTORS

Curso: CI72C/CI62V - Dinamica Avanzada de estructuras
Autor: Rodrigo Carrefio V.

Rev: Rubén Boroschek K.

1. INTRODUCCION:

Para resolver un problema dinamico de varios GDLs, mediante superposicién modal, hemos utilizado
hasta 2ahora, como vectores de forma a superponer, a la solucion exacta del problema de valores propios
([KT-w [M])-[®] = 0.

Una de las desventajas principales en el uso de estos vectores, radica en que no toman en cuenta la
distribucidon de carga dentro de la estructura, por lo cual su uso suele generar multiples formas modales
ortogonales a las cargas aplicadas, que no participan en la respuesta dindmica de la estructura,
generando trabajo computacional adicional sin ninguna utilidad.

En el presente resumen se pretende explicar la técnica de generacion de vectores de Ritz dependientes
de la carga, que corresponde simplemente al método de Rayleigh-Ritz mejorado, mediante una eleccion
inteligente de los vectores de forma, en base a las distribuciones de carga dentro de la estructura.

2. ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT:

En el proceso de generacidon de los vectores Ritz, se requiere la ortogonalizacién de los vectores
formados, este proceso se llevara a cabo utilizando el método de Gram-Schmidt.

Sea V un vector que requiere ortogonalizarse al vector V, previamente generado, en base a la matriz
[M]. Definiendo V al vector resultante de la ortogonalizacién se tiene:

V=V-aV,

Donde el valor o, que indica la magnitud de la proyeccién del vector V' sobre V, , corresponde a la
incognita a determinar para lograr la ortogonalizacion. Multiplicando por la izquierda a cada lado de la

.z T
ecuacion por V," -[M] resulta:
0 (por definicién)

Luego, la ortogonalizacion de Gram-Schmidt clasica de un conjunto de n vectores <a1 a, ,,_an>, a otro

conjunto <V1 v, ...vn> de vectores ortogonales, corresponde al algoritmo siguiente:

forj=1:n

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 121



'-f',._f::; fo rd o

FA D DE C

IENC!
FIE ATEMATIC.

for i=1:-1
a=v; -[M] a,
V=V —a; -V
end
Vv

end
Este método, aunque adecuado matematicamente, resulta inestable computacionalmente, debido a que,
al generar en cada paso los valores de a correspondientes a todos los vectores precedentes en base al
vector original a;, no es considerada la acumulacion de errores al ir ortogonalizando el vector por los que
lo anteceden uno por uno, perdiéndose la ortogonalidad entre los vectores generados. Es por ello que es
mejor emplear uno de los métodos de Gram-Schmidt modificado. Uno de los algoritmos mas sencillos y
estables de este método es el siguiente, expresado de 2 formas:

fori=1:n forj=1:n
v, for i=1:-1
Vi= ——
v [M]v, a; =Vl [M]-v,
for j=i+1:n Vi =V —aiy
a, =ViT '[M]'VJ‘ e end
Vi
V. =V. —, -V, V. =
j j i i J
v [M]v,
end end
end

Aunque ambos algoritmos solucionan en igual medida el problema que presenta el método de Gram-
Schmidt clasico, el de la izquierda (ortogonalizaciéon “hacia delante”) permite trabajar matricialmente el
problema, permitiendo realizar cada paso iterativo con solo 2 operaciones matriciales (evitando un
proceso iterativo dentro de otro), aumentando la velocidad del proceso.

3. DESCOMPOSICION LDL":

Cuando es requerido resolver de manera reiterada problemas de la forma [A] -{x}={b}, utilizando siempre
la misma matriz [A], es recomendable, para acelerar los calculos computacionales, realizar la
triangularizacion de la matriz como LDL". Con ello, el problema se resuelve de la forma:

(Al ij=1b} = [L}[D]-[LT -{x}=1{b}
[L-[P]-{yj=tb) ~ [LT-{xj={y}
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Si [A] es simétrica, se cumple:

[Al=[L}[OFL] =[t}u] = [D][L] =[]

Luego el problema puede resolverse analogamente de la forma:

uTyi=b} A [L]-ixp=1y)

4. GENERACION DE VECTORES RITZ:
DEDUCCION TEORICA:

Sea la ecuacion dinamica de movimiento:

M]-{v(®);+ [C]- o)} + [K ] v(t)f =[] ()} (1)

Donde la matriz [S] no depende del tiempo, e indica la distribucién de la carga dentro de la estructura.
Considerando solamente el problema sin amortiguamiento, se tiene:

M- {u(@)p+[K]-v(t) =[s - {f ()} @)

Y al asumir que toda funcion {f(t)} puede aproximarse por una serie de Fourier:
[M]- v @)} + [K]- W (@)} = {s*}-sin(@ - ) (3)

Donde {S"} corresponde al estado de carga k-ésimo del sistema (columna k de [S]) y {vk(t)} ala

m
respuesta dinamica para tal estado de carga: {V(‘[)}: Z {Vk (t)} (m : N° de estados de carga).
k=1

Considerando en la ecuacion (3) que {Vk (t)}z {Vk }-Sin(w -t) resulta:
[K]- 4 j={s* oM - @)

Para obtener un conjunto de vectores cuya combinacién sea una buena aproximacion de {\/‘},
tomando en cuenta el estado de carga k-ésimo de la estructura, se realiza el procedimiento de
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generacion de vectores siguiente, el cual lleva a la obtencién de los vectores Ritz dependientes de la
carga:

1. Se resuelve la ecuacion (4) considerando solamente las fuerzas externas, es decir,
despreciando el aporte de las fuerzas de inercia.

K14 =f) > 4] ©

2. El segundo vector del proceso puede ser calculado en base al error cometido en el primer
paso, al haberse despreciado las fuerzas de inercia, este error se puede aproximar como:

{Slk}z [M ] {Vg} (Notar que no importan los escalares @ dado que cada vector obtenido
sera normalizado en el proceso).

Kbl tsr) > ] ©

- k
3. En general, para la generacion de un vector {Vi } se calcula:

K]V f=IM]vss ) — ) (7)

ALGORITMO COMPUTACIONAL:

A continuacion se describe el algoritmo para la obtencién de los vectores Ritz dependientes de la
carga, donde en cada iteracion se avanza paralelamente en la generacion de los vectores para todos
los estados de carga.

I. Calculos iniciales:
A. Descomponer la Matriz [K] como LDL', para simplificar calculos futuros.

B. Obtencion del 1*" bloque de vectores, en base a la matriz con distribuciones de carga [F].

K] Ju,]=[F]

C. Ortogonalizar vectores de [us] respecto a [M] y [K]. La ortogonalizacién se realiza resolviendo el
problema de valores propios con las matrices de rigidez y masa transformadas:

(K]-p-[M])-[z,]=0

Donde:
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D. Normalizar vectores en [V, ]| respecto a [M]:

AR ARIYIATA
Il.Célculos iterativos (i=2,3,....)

A. Obtener bloque de vectores [X] utilizando:

[K]-[XiJ=M]-vi.]

B. Ortogonalizar vectores en [Xi] respecto a [K] y [M]:

(K]-p:[M]-[z;]=0

[K]=[x.I" [K]-[x]
[M]=[x.T - [M][xi]
v]=[xi)-z]

C. Utilizar método de Gram-Schmidt modificado (2 veces) para hacer a [\/T]ortogonal a todos los vectores

previamente calculados y normalizarlos, de manera que |V, [ -[M]-[V,]=[l]

lll. Célculos finales:
- i T .
A. Se calcula matriz [K ] = [V] . [K] [V] y se resuelve problema de valores propios:

(k]-2-[1])-[z]=0

B. Se obtienen vectores Ritz, ortogonales a [M] y [K] de la estructura:
(@)= ] [Z]

5. REFERENCIAS:

1. E.L. Wilson (2002). “Three-Dimensional Static and Dynamic Analysis of Structures”. Cap 14; App
C-10.

2. www-math.mit.edu/~persson/18.335/lec5handout6pp.pdf.
Apuntes: “Introduction to Numerical Methods”. Department of Mathematics, MIT
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6. RUTINAS MATLAB: LDV_wilson.m: Funcion que genera los vectores Ritz dependientes de las
condiciones de Carga.
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function [phi,T]=LDV_wilson(K,M,F,nritz)

% Autor : Rodrigo Carrefio V.

% [phi,T]=LDV(K,M,F,nritz);

%Esta funcion genera los vectores de Ritz Dependientes de la carga

% (Load-Dependent Ritz Vectors)

% De esta funcion se obtendra como resultado el N° de vectores de Ritz
x el

% N° vectores de forma de carga en F.

% K : Matriz de Rigidez de la Estructura.

% M : Matriz de Masa de la Estructura.

% F : Matriz cuyas columnas son vectores de forma de cargas
externas

% nritz - Nro de vectores de Ritz a obtener para cada Condicion de
Carga.

% Procedimiento de solucion E. Wilson Tabla 14.2 "Three Dimensional
Satic

% and Dynamic Analyisis of Structures. Edic 3.
% rc 20080428 rev rbk 20080429 20080527

% nConCarga: Nro de condiciones de carga.

[m,nConCarga]=size(F);

% 1 INITIAL CALCULATIONS

% A. Triangularize Stiffness Matrix K=L*D*L*" (K=L*U con U=D*L"%)
[L,U]=1u(K);U=U";L=L";

% B. Solve for block of "b'" static displacement vectors u_s resulting

from

% spatial load patterns F; or K*u_s=F.

% (El sistema de ecuaciones se resuelve en 2 etapas: L*D*y=b y
L**u=y,

% donde L*D=U" (U de la descomposicion LU) E. Wilson C.10)

y1=U\F; u_s=L\y1l;

% Base de Vectores V de iteracion de LDV.

V=zeros(m,nConCarga*nritz);

% C. Make block of vectors u_s, stiffness and mass orthogonal, V_1.
M_b= u_s"*M*u_s;

K_b=u_s"*K*u_s;

[Z,aux]=eig(K_b,M_b);

V(:,1l:nConCarga)=u_s*Z; % vectore ortogonales
[V(:,1:nConCarga)]=modonorm(V(:,1:nConCarga),M); % norm modal

% EI resto de los vectores se resuelve '"compensando"” las fuerzas de
inercia

% generadas por los vectores obtenidos en el paso anterior:
K*V_i=M*V_i-1.

% Il1. Generate blocks of Ritz vectors
for i=l:nritz-1
%A. Solve for block of vectors X_i, K*X_i=M*V_i-1. Cada Ritz para
todas
%las condiciones de carga.
y1=U\(M*V(:, (i-1)*nConCarga+l:i*nConCarga));
X_i=L\y1;
%B. Make block of vectors , Xi, stiffness and mass orthogonal, Vi_b
M_b=X_§"*M*X_i;
K_b=X_1"*K*X_1i;
[Z,aux]=eig(K_b,M_b); % vectores del problema reducido
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GSM.m: Funcién que realiza ortogonalizacion de vectores con método de Gram-Schmidt modificado.

function [V]=GSM(V,M,V_b)

% Autor: Rodrigo Carrefio V.

% [V]=GSM(V,M,V_b);

% Gram - Schmidt Modificado

%Esta funcion deja normalizados y ortogonales entre si(en base a la matriz
%M)los vectores de entrada, mediante el metodo de Gram-Schmidt modificado,
%sistema mas estable que el Gram-Schmit clasico dado que itera por bloques.

% V : matriz cuyas columnas corresponden a los vectores a ortonormalizar.
% M : Matriz de base para ortonormalizacion (Vector phi esta normalizado
% en M si phi"*M*phi=1. Vectores a y b son ortogonales si a"*M*b=0)

% V_b (opcional): matriz cuyas columnas ya estan ortonormalizadas en M.
%% DOCUMENTOS.
% rc 20080428 rev rbk 20080429, 20080527

% En una primera etapa, si se tiene matriz V_b, se ortogonalizan todos los
% vectores en V a los vectores en esta matriz.
if nargin==3
[m1,n1]=size(V_b);
for k=1:nl1
alpha=V_b(:,k) " *M*V;
V=V-V_b(:,k)*alpha;
end
end
[m1,n1]=size(V);
% EI metodo de Gram-Schmidt modificado consiste en, asumiendo en cada
% iteracion que el vector considerado ya es ortogonal a los procesados
% anteriormente, se normaliza el vector y ortogonalizan a este todos
% los vectores posteriores.
for k=1:n1-1
V(:,k)=modonorm(V(:,k),M);% normalizando vector k
alpha=vV(:,k)"*M*V(:,(k+1):nl); %cte de ortogonalizacion(proyeccion)
% considera todos los vectores de k+1
% hasta n
V(:,(k+1):n1)=V(:z,(k+1):n1)-V(:,k)*alpha; % Elimina contribucion de
% modo k
end
V(:,n1l)=modonorm(V(:,n1),M); % ultimo vector se normaliza.
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modonorm.m: Rutina que realiza normalizacién de vectores con distintos criterios. Esta rutina es
utilizada tanto en las funciones LDV wilson.m como GSM.m.

function [phi]=modonorm(phi,M,opt)

% [phi]=modonorm(phi,[m], [opt]);

% Normaliza formas modales

% opt= O NO realiza normalizacion... Generalizacion necesaria.

% opt= 1 Normaliza maximo primera linea [def ]. No necesita ingresar M
% opt= 2 Si M existe phi**m*phi=I

% opt= 3 Si no se entrega M normaliza por el maximo de cada columna
% rbk 2004-01-08, 2006-mar-06 incluye opt O

if nargin < 2
opt=1;

end

if nargin < 3 || ~isempty(M)
opt=2;

end

%%% para caso general .

if opt==
phi=phi;

end

if opt==1; % normaliza con primera linea
aux=(phi(1,:));
[pn,pm]=size(phi);
if min(abs(aux)) <= eps

opt=3;
disp("MODONORM:No se puede dividir debido a valor 0 se usa opt=3");
else
phi=phi*diag(1./aux);
end
end
if opt==3;
aux=max(phi);
phi=phi*diag(1./aux);
end
if opt==2
Mn=sgrt(diag(phi**M*phi));
phi=phi*diag(1./Mn);
end
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