Caracter Aproximado de las Ecuaciones de TensionBdanas.

En la derivacion de las ecuaciones que gobiernastado de tensiones planas, se asumié que las
tensiones que actian en los planos definidos pa@oshrz son cero y que los términes;, oy, Y o, Son
funciones sélo dr ey.

Por simplicidad, se asume que las fuerzas de \@ifiraon cero. Considerar las ecuaciones de

equilibrio (3) y ecuaciones de compatibilidad dét@eni-Michel (6) para el caso tridimensional.
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Introduciendo la suposicién de tensiones plandasEkcs. (1) y (2), tal que
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se deduce que la tercera, cuarta y quinta (relad&sicorvy, oy, Y o) relaciones de la Ecs. (2) y la tercera
de las Ecs. (1), se satisfacen automaticamentigcbaporacion de la funcién de tensiones de Ay y),

definida como
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satisface las restantes dos ecuaciones de debeiguilescritas por las Ecs. (1). Sumando las dosepas

relaciones de las Ecs. (2), se obtiene
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lo que implica que la funciég es una funcion biarménica. La sexta relacion genldas Ecs. (2), asi como
la primera y segunda relacién en forma individaalgeneral, no son satisfechas por las tensioffiesdds
por la Ecs. (3).

Recordando que, = 0, se tiene la relacion
O=0c,+0, = V24(X,Y) (6)

lo que permite combinar la primera, segunda y selaion definida por las Ecs. (2) en la formaiggte
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Las relaciones establecidas por las Ecs. (7)camdgue
VZ4(X,y) = Ax+ By +C ®)

con A, B y C constantes arbitrarias. Debido a que en la dediwage la Ec. (8), las tres ecuaciones de
equilibrio (Ecs. (1)) y las seis ecuaciones de atibpidad (Ecs. (2)) son satisfechas, las tensicmege
resultan de esta relacién (Ec. (8)) son las sohésioexactas al problema de tensiones planas bajo la
suposicién de las Ecs. (3).

Ahora se liberan las suposiciones planteadas gmorEks. (3). Para tal efecto, considerar un

problema bidimensional de distribucion tensiomés/tie
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en gue los restantes componentes del tensor derteagpueden ser funcionesxlg, z. Debido a que estas

tensiones son cero, la tercera, cuarta y quindaicel de las Ecs. (2) entregan las siguientesioelas
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lo que significa québ/oz es una constante. Integrando con respeetsatiene

0=kz+6, (11)

dondek es una constantefly es una funcion deey.

La tercera ecuacion de equilibrio (Ecs. (1)) sésfsewe en forma automética y la primera y
segunda se satisfacen a través de la definicidmsdmmponentes del tensor de tensiones dado p&ck
(4), pero ahora la funcién de tensiones de #iep una funcién de y, y z

Debido a la ausencia de fuerzas de volumen, migorinvariante del tensor de tensiofiesumple

la relacion

V?0(x,y,2)=0 (12a)

y de acuerdo a la Ec. (11) se cumple que

V:i6,(xy) =0 (12b)
donde
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Debido a quer,, es cero y las tensiones Y oy, estan dadas por las Ecs. (4), se cumple
Vi(g)=0=kz+86, (13)

dondeé, es una funcion dg ey que satisface la Ec. (12b). La primera relaciércampatibilidad (Ecs.

(1)), utilizando la funcion de tensiones de Ayrig/ (11), puede escribirse de la forma
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donde la Ec. (13) ha sido utilizada en la ultimaaidad. Considerando la Ec. (12b), la Ec. (14) pued

rescribirse como
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En forma similar, la segunda y sexta relacion gemtdas Ecs. (2), pueden ser reemplazadas por
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Las Ecs. (16) indican que las segundas derivastasespecto & ey de la funcion que esta entre

paréntesis, de variablgsy, z, se anulan. De este modo, esta funcidn tiene fadf@iguiente
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dondea, b y c son funciones arbitrarias delntegrando dos veces la Ec. (17) con respezteaobtiene
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dondeA, B, C son funciones de que se obtienen al integrar dos veces las funemney c, y ¢1, do son
funciones arbitrarias deey.

Obteniendo las componentes del tensor de tensioregiante el uso de las Ecs. (4), los términos
A + Bx + Cy no hacen diferencia. Se puede suponer que esmod son cero, imponiendo que las

funcionesa, b y c son cero en la Ec. (17).



Si se restringe el andlisis a problemas en qudistaibucién de las tensiones de superficie
aplicadas al cuerpo es simétrica con respectolaabpmedio del cuerpoz = 0, el términog,z debe ser
cero. Considerando esta misma suposicién, la auedtan la Ec. (11) también debe ser cero. Por lo tanto

la Ec. (18) se reduce a

1
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Sin embargogy 6, estan directamente relacionados mediante la Bg.yd que el valor dk es

cero. Por lo tanto, sustituyendo la Ec. (19) eda(13) y utilizando la Ec. (12b), se tiene

Vf¢0 =0, (20)
y utilizando nuevamente la Ec. (12b)

Vigy =0 (21)

De esta manera, la distribucion de tensiones puobdenerse eligiendo una funcigfy que
satisfaga la Ec. (21), determinangiode la Ec. (20) y de la Ec. (19). Luego, las tensiones son calcalada

mediante la Ec. (4). Cada término tendrd dos compes: el primero derivado dg en la Ec. (19) y el
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segundo del térmlno——l—é’ozz. De acuerdo a la Ec. (21), el primer término eactamente el
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término obtenido al suponer que las tensionesdgpenden de las coordenadasy. El segundo término,
proporcional aZ puede hacerse muy pequefio comparado con el prauesiderando el andlisis de placas
muy delgadas. La conclusion es que las soluciestblecidas para el problema de tensiones planas
considerando que las tensiones sélo dependen dededenadas ey, no satisfacen todas las ecuaciones

de compatibilidad pero sin una buena aproximacara pl estudio de placas delgadas.



