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FLUJO POTENCIAL BIDIMENSIONAL

(continuacion)

RESUMEN DE LA CLASE ANTERIOR

Si un flujo es irrotacional, N” V =0, entonces existe una funcion escalar f tal que V = Nf .
De este modo para el caso 2-D se tiene que:

u=T v=T
x Ty

La ecuacién de continuidad para un fluido incompresible en términos de la funcion
potencial f esta dada por:

N%f =0
La funcion f = constante se denomina linea equipotencial.
Superposicion:
Por ser la ecuacion de Laplace lineal, se cumple que si f 1 y f 2 son soluciones de la ecuacién

de Laplace, entonces f = f; + f , también lo es. De acé resulta que el campo de velocidades
también se puede superponer, o sea si V,deriva de f;y V,deriva de f,, entonces

V=V, +V,.

En coordenadas polares:

. 2
f =1 Telfo, 1977 _,
r ﬂrg rg rl ﬂq2
_ T _1T
" 1 r 1o
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Las lineas de corriente se definen como las tangentes al vector velocidad. DE proporcion de
triangulos resulta:

u_dx
v dy
udy- vdx=0

Linea de corriente
Definamos una funcion y . Si la funcion es constante, entonces dy =0. O sea:
dy :ﬂldx+ﬂ_ydy:0
fix iy

De donde resulta que:

i o I
0% ix
Lafunciény se denomina funcion de corriente.
L . Tu 9v ..
En un flujo irrotacional se cumple que w, :ﬂ—- ﬂ_ =0. Al expresar la vorticidad en
y X
términos de la funcion de corriente resulta:
N2y =0
Ecuaciones de Riemman: u= Al =Ty v :ﬂ Iy
™ Ty Ty 1
En coordenadas polares: Ur = Ir_1y Uq = i __ Ty
fr rfq r9q fir

Las lineas equipotenciales y las de corriente son perpendiculares entre si.

y2 El caudal (2D) que escurre entre dos lineas de
g corriente es igual a la diferencia de las
9 Y1 funciones de corriente:q=y2-y 1.
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Determinacion del campo de velocidades y condiciones de borde

Para determinar el campo de velocidades de cualquier flujo debe resolverse la
determinacion de Laplace para f o para y con las condiciones de borde adecuadas.
Conocida f (o y), se determina el campo de velocidades por simple derivacion. Las
condiciones de borde tipica son:

Condicion de borde en el infinite: X,y ® +¥; V® Vy

Por ejemplo, si se desea conocer el campo de velocidades en torno a un cuerpo sumergido
en un flujo tal que Vy, =(U0), las condiciones de borde seran:

X® ¥, "y ;u® U,v=0

En términos de la funcién potencial x® +¥, "y ; E® u i 0
fix iy
En términos de la funcidn de corriente: Ty ®U | Ty - 0.
fiy i

Condicion de borde en una frontera sélida impermeable en reposo:

La velocidad normal a la frontera debe ser nula, o sea VxA =0, donde A eslanormal ala
superficie.

En términos de la funcion potencial, esta condicién se escribe como:
U (i
Nf xn :ﬂ— =0
n

Para escribirla en términos de la funcion de corriente debemos recordar que la frontera es
una linea de corriente. Si Ses el vector tangente a la superficie que define la frontera, se
tiene:

ﬂ_y:O
9Is

0, lo que es lo mismo y = cte. a lo largo de la frontera.

Conocido el campo de velocidades es facil determinar la presion a partir de la ecuacion de
Bernoulli.
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EJEMPLOS DE FLUJOS POTENCIALES USUALES

FLUJO PARALELO UNIFORME

f =cte. Consideremos un flujo uniforme paralelo al eje
x con velocidad Vy .

La funcion de corriente esta dada por:

> ,
u :E:V¥ilj
> ﬂ? yP f(xy)=V,x+const.
y = cte. V:ﬂ_:o:l:
- vy b

X

La constante de integracion es arbitraria y por simplicidad podemos elegir f =0 para x =0.

La linea de corriente est4d dada por :

u=V, :ﬂl, vzoz-%b y (xy)=Vy

fy

(seimpusoqueeny =0, y =0)

Si el flujo forma un &ngulo a con el gje x, las funciones potencial y de corriente estdn dadas
por:

A f =V, (xcosa +ysina),y =V, (ycosa- xsina)
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FUENTE

Busquemos una solucion de la funcidon potencial
gue s6lo dependa de la coordenadar: f =f (r).

La ecuacion de Laplace en coordenadas polares
queda:

de donde f =cInr+A. De este modo, las
componentes del campo de velocidad estan dadas por:

0

Ur

:E:E u :EE:
fr r q r 19

El caudal que atraviesa un circulo de radio r centrado en el origen del sistema de
coordenadas polares es:

g =2pru, =2pc
q

de donde ¢ =2—. Eligiendo arbitrariamente que en r = 1, f =0, la funcién potencial y las
p

velocidades debido a una fuente son:

f=ilnr : u,r=i , Ug=0

Integrando las ecuaciones anteriores se obtiene:

_a

Siq >0, el flujo se debe a una fuente. Si g < 0, se esté en presencia de un sumidero.
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VORTICE LIBRE
A Busquemos una solucién de la funcidn potencial que s6lo
uq dependa de la coordenadaq: f =f (g).

La ecuacion de Laplace en coordenadas polares queda:

1,

J > r? fq?

De donde resulta que la funcién potencial y las
componentes de velocidad estan dadas por:

//C
N

T

qr

0 y Uq -

f =c , u
a ' rg r

Calculemos la circulacion Gdel vortice. La definicion de circulacion es: G= g)v >ds

2
G=(‘ap$rdq:2pc

Notar que, aunque el flujo es irrotacional, existe circulacion. Si calculamos la vorticidad,
encontraremos que es nula en todo el dominio del flujo, excepto en el origen, donde la

M) ). De este modo,

vorticidad es infinita. Verificar esto es muy facil. (Usar w, = %Pﬂ%(ruq) o

la funcién potencial en términos de la circulacién esta dada por:

G
f=—
2pq

Conocidas las velocidades, se obtiene la funcidn de corriente:

1
r:_ﬂ_y:O uq:_ﬂlzi
r 1q fr  2pr
Integrando las ecuaciones anteriores se obtiene:
C
y =-—1Inr

2p

El signo de Gdefine el sentido del giro de las lineas de corriente.
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DIPOLO

Consideremos una fuente y un sumidero separadas una distancia L, como se muestra en la

figura, equidistantes del origen.

r2

sumidero, f =f, +f,

r combinacién de ambos:

f =
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yA Si f1 es el potencial debido a la fuente y f: al
debido a

Inr, :Zi(ln r-In r2)

es el

. . q .
limf=Ilim—(Inr, -Inr,)=1lim =
L®0 L® 0 Zp( ! 2)

K cte. K cte.

Nos interesa el caso cuando la fuente y el
sumidero estan infinitamente cerca y el producto
gL se mantiene constante e igual a K.

Osea: limf
L®0
K cte.

gL (Inr, - Inr,) _ K Inr, - Inr,)

im(

|
L®0 2p L 2pL®o. L
K cte.

Pero el altimo limite no es mas que la definicién de la derivada de Inr respecto a x:

lim
L®0.

L

(nr,-Inr,) d

dx

Inr:dilmlx2+y2 =X

X x% +y?

Por lo tanto la funcién potencial de un dipolo es:

En coordenadas polares:

f =

K_x
2p X2 + y2

Determinemos ahora las lineas equipotenciales. Ellas estdn dadas por f = C, constante:
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K x ¢
2 2 2
px?+y
.2 .2
%( - LQ + y2 = %Lg
" apCyo €4pC 7

O sea, las lineas equipotenciales son circunferencias de radio 4ch con centro en (% ,O).

Conocida la funcion potencialf , es facil determinar la funcion de corriente y, resultando:

En coordenadas polares:

Las lineas de corriente quedan
definidas a partir de:

K.y ¢
2p x? +y2

) )
X2+ KO ek o
€ 4pCy &4pCyp

O sea, las lineas de corriente son

circunferencias de radio % con

centro en (O,%).

Si el dipolo no esté orientado en la direccion del eje x, sino que forma un angulo a con este
eje, la funcién potencial y de corriente son:

_ K cos(q- a) _ K sen(g- a)
ERAR L L y=-Xmd-a
2p r 2p r
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FLUJO ALREDEDOR DE UN CILINDRO

Como se mostrara méas adelante, el flujo en torno a un cilindro corresponde a la
superposicion del flujo uniforme y el dipolo. En coordenadas cilindricas, las funciones
potenciales y de corriente para estos flujos son:

fu =Vyrcosq szﬁcosq
2p r
K sen
Yy u =Vyrsenq YD:'——q
2p r
Llamando R? =X
2p
®& R20

2

f=fy+fp =V¥rcosq§1+—f
r

Q -l

I--1-O

®& R?
Yy =Yu *tYyp = Vyrsengsl - —-
"

Q

Notar que parar =R, y = 0. Por lo tanto, el circulo de radio R es una linea de corriente. La
funcion de corriente también es nula para q= 0 (rama positiva del eje xX) y para q=p (rama
negativa del eje x).

A partir de las funciones anteriores, es posible determinar el campo de velocidades:

1fy _\, 2 R

1 —é — =-V 1+
u,=— cosqgil - T Ug =- =- Seng
T T TR

Las velocidades sobre la superficie del cilindro se determinan al evaluar las expresiones
anteriores en r = R, resultando:
u, =0 Uq =-2Vysenq

Es facil ver que existen dos puntos de estancamiento (u, = uy = 0), los que se ubicanenr =R
parag=0yq=2p.Unesquemade las lineas de corriente y la distribucién de velocidades se
da en la figura siguiente.
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La distribucion de presiones podemos
calcularla a partir de la ecuaciéon de
Bernoulli, By =B

donde V? =uf +uj. En particular se puede
calcular la distribucién de presiones sobre la
superficie del cilindro, pci = p(R,q):

Py . V¢ _Pei 4Vy seng
g 29 g 29

Consideremos que py es la presion atmosférica y trabajemos con presiones relativas:

L\2
Peit = Y% (1. 4senq)
g 29
Conocida la distribucion de presiones, es posible calcular la fuerza debido a la presién sobre
el cilindro:

2 2
F, =- Qppci, cosgRdq Fy=- Qppcilseandq

Integrando resulta Fx = Fy = 0. O sea, el flujo no tiene ningun efecto
sobre el cilindro, lo que va contra la onservacion empirica. Este
resultado se conoce como la paradoja de d’Alambert. Ya vimos que
esta paradoja fue resuelta por Prandtl con su concepto de capa limite.

Jean le Rond d'Alambert L@ fuerza en la direccién del flujo (Fx) se denomina fuerza de arrastre
(1717-1783) y la fuerza en la direccion normal (Fy) es la fuerza de sustentacion.

-10 -
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FLUJO ALREDEDOR DE UN CILINDRO CON CIRCULACION

Impongamos ahora una circulacion Gal flujo alrededor de un cilindro. Esto resulta de
agregar un vortice a la superposicion del flujo uniforme mas el dipolo. La superposicion de
funciones de corriente es:

y =V¥rsenq+£senq +Elnr
2p r 2p

Con el objeto de definir la funcion de corriente nula en r = R restamos la constante 2—% InR a
la expresion anterior, resultando:

y =V rsenqtél - R—2j+E n?g
r‘g 2p €Rg
de donde se determina el campo de velocidades:
19y R20 q R?0 G
Up =—-—-=Vycosqgl- —-= Ug =- - =-Vysenq&l+ —73- —
r 1q r g r- g 2pr
La velocidad en la superficie del cilindro es:
u. =0 u, =-2V senq-i
r q ¥ 2pR

Es interesante estudiar la existencia de puntos de estancamiento. Imponiendo u; = uq =0, se
encuentra los siguientes casos:

-G =0 Dos puntos de estancamiento,enr =Ry q=0, g= p (caso del cilindro
sin circulacion).

. & - 0
-0< G<4pRVy Dos puntos de estancamiento, enr =Ry g =arcsen G T.
EapRV, 5

-G=4pRVy Un punto de estancamientoenr=RYy = %p :

-11 -
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-G>4pRVy Dos puntos de estancamiento, uno dentro del cilindro y otro fuera,
. -3 -_G G F._p2
ubicadosen g=3p y r—mi Ty R*.

Al igual que en el caso del cilindro sin circulacion, la fuerza de arrastre (Fy) es nula, pero si
existe una fuerza de sustentacion hidrodinamica (Fy):

2
Fy = Qp- p.iRsenqdq

La distribucién de presiones sobre la superficie del cilindro se calcula igualando Bernoulli,
al igual que en el caso anterior, resultando:

Pei zv_igi_%enq_ 2Geng_® G 69
9 29¢% PRVy  &2pRVy g

pudiendo asi evaluarse la fuerza de
sustentacion:

El resultado anterior puede generalizarse a
cualquier geometria (en particular, por
ejemplo, el ala de un avion) y corresponde al
Teorema de Kutta-Joukowski.

Martin Wilhelm Kutta Nikolai Egorovich
Joukowski
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