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Auxiliar 11: Estructuras de Herbrand

Materia

. Sea L un vocabulario con al menos una constante. El universo de Herbrand de L, denotado por Uy, es el conjunto de
todos los términos sin variables libres de L.

Ejemplo: L={a,g(*,*).R(*,*)}, UL = {a,9(a, a), 9(g(a, a), a),9(a, 9(a, a)), ...)
. U es infinito si y solo si L contiene al menos un simbolo de funcién

. La base de Herbrand B, asociada al vocabulario L es el conjunto de todas las oraciones atémicas que se pueden formar
con los elementos de Uy,

Ejempl(): Br = {R(a> CL), R(a) g(a7 a)v R(g(a7 CL), a)v }
. La base de Herbrand asociada a la relacién n-aria es el conjunto de todas las n-tuplas (ag, ..., a,) €U}

. Una L-estructura de Herbrand es una estructura tal que:

(a) Su dominio es Uy,

(b) Cada constante ¢ en L se interpreta como c

(c) Cada funcién m-aria f asigna a la tupla (t1,...,t,) €U7} el elemento f(t1, ..., ¢,)

(d) Cada relacién n-aria R se interpreta como un subconjunto de la base de Herbrand asociada a R.

Note que todas las L-estructuras de Herbrand comparten el dominio y la interpretacién de constantes y funciones, es
decir, la unica diferencia entre las L-estructuras de Herbrand es la interpretacion de las relaciones.

. Una oracién es universal si es de la forma V1, ..., Va, 1, donde 9 no tiene cuantificacion (asumimos que ¢ estd en CNF,
es decir, es una conjuncién de cldusulas)

. Teorema de Herbrand
Sea >~ un conjunto de oraciones universales que no mencionan el simbolo de igualdad =. Entonces > es insatisfacible
siy s6lo si Y no tiene un modelo de Herbrand.

. Demostracién del Teorema de Herbrand
Una direccién del teorema es trivial. Veamos el caso interesante.

Sea A una estructura que satisface ) . Debemos construir una estructura de Herbrand Ay, de forma que satisfaga > .
Recordemos que necesariamente, todas las estructuras de Herbrand comparten el mismo dominio, la interpretacién de
constantes y funciones. Luego, debemos darle interpretacién a cada relacién n-aria R.

Supongamos que Y no contiene cuantificadores, luego definimos
RAY = {(tla ~~-atn) € UZ| A ': R(th ...7tn)}

Recordemos que estamos en el caso sin igualdad, por lo que las unicas férmulas atémicas son de la forma R(ty, ..., ¢,).
Esto implica que, por definicién de R4#, A y Ay satisfacen las mismas oraciones atémicas. Por induccién (al estilo
proposicional), se ve claramente que A y Ay satisfacen las mismas oraciones sin cuantificadores.

Demostremos ahora que para toda oracién universal ¢
AEp=Ap ko
Sea ahora una oracién universal p=Vri...x,¥(x1,...,2,), donde ¢ es férmula sin cuantificadores , y A E ¢. Por

contradiccién, supongamos que Ay ¥ ¢, es decir, Ay = 1.2, Y(21, ..., 7). Sean ty,....t, € Up tal que Ay =
“(t1, ..., tn). Por la parte anterior, “t(¢1, ..., t,) es una oracién sin cuantificadores, entonces A |= (1, ..., t,). Luego

A Edzy..x, Y(x, e xn)

Esto ultimo equivale a A E Vriz,b(z, ., z,) S A = "¢, contradiciendo la hipétesis.
Luego, A = ¢ = Ay = ¢, concluyendo la demostracion



9. Skolemizacion
Ahora bien, si en el teorema de Herbrand permitimos cualquier tipo de oracién, entonces el resultado es falso. Basta
tomar » ={P(a),3z"P(x)}. Para solucionar este problema, utilizamos la técnica de skolemizacién.

La idea es sacar los cuantificadores existenciales, y dejar solo universales. Esto es posible, agregando funciones y
constantes de skolem. En el caso anterior, consideremos Y ={P(a),”P(c)}. En este caso, equivalente al anterior, es
véalido el teorema de Herbrand. El procedimiento general es:

Si tengo un cuantificador existencial, y m cuantificadores universales lo preceden, entonces eliminamos el cuantificador
existencial, y reemplazamos la variable cuantificada como una funcién m-aria, evaluada en las variables cuantificadas
universalmente. Si m=0, entonces la funcién es una constante.

Por ejemplo, si tengo ¢ = JaVyIzP(z,y) — R(y, z), con el vocabulario L={P,R} entonces el procedimieto de skolem-
nizacion es el siguiente:

(a) I = z=c
L'={c,P,R}
¢'=Vy3zP(c,y) — R(y, 2)

(b) Vydz = z = f(y)

¢"=VyP(c,y) — R(y, f(y))
L’={cfPR}

Luego como ¢’ es una oracién universal, ¢’ es satisfacible si y solo si ¢ tiene un modelo de Herbrand, con el vocabulario
L”. Ademds, ¢ es satisfacible con el vocabulario L” si y solo si ¢ es satisfacible con el vocabulario L.



