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Auxiliar 10: Légica de Primer Orden

1 DMateria

1. Un vocabulario L es la unién de tres conjuntos:

(a) constantes: {ci,ca,...}
(b) funciones: {fy, fa,....}
(c) relaciones: {Ry, R, ...}

La aridad de una funcién o relacién es el nimero de argumentos de esta.

2. Las férmulas de la légica de primer orden se construyen usando:

(a) Stmbolos para representar elementos en el vocabulario: constantes, funciones y relaciones.
(b) Conectivos l6gicos: 7,V
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(c¢) Paréntesis: ( , )
(d) Relacion binaria de igualdad: =
(e) Variables: {x,y, 2, ... }.
(f) Cuantificadores: V,3
3. El conjunto de L—términos es el menor conjunto que satisface las siguientes condiciones:
(a) Cada constante ¢ en L es un L—término
(b) Cada variable x es un L—término

(c) Sity,. .., t, son L—términos y f es una funcién n-aria en L, entonces f (t1, . . . , t,) es un L—término.
4. El conjunto de L—férmulas es el menor conjunto que satisface las siguientes condiciones:

a) Sity y to son L—términos, entonces t1=to es una L—férmula
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(d) Si ¢ esuna L—férmula y x es una variable, entonces (Vo) y (Jzp) son L—férmulas.

Sitq, . . ., t, son L—términos y R es una relacién n-aria en L, entonces R (t1, . . . , t,) es una L—férmula.

Si ¢ y ¢ son L—férmulas, entonces ("¢), (¢ V¥), (¢ AY), (¢ — ), (¢ < ) son L—férmulas.

Las L—férmulas t1=to y R (t1, . . . , t,,) se les llama "férmulas atémicas"
5. Una L—estructura A contiene:

(a) Un dominio A no vacio

(b)

()

(d) Para cada relacién n-aria de R€ L, una interpretacién R4 C A"
Notamos A = (A,c?, ..., f4,...,RA,..)

Para cada constante c€ L, una interpretacién ¢t € A

Para cada funcién m-aria f€ L, una interpretacién f4: A™ — A

6. El conjunto V de variables de un L—término t se define como:

(a) Sit es una constante, entonces V(t)=¢
(b) Sit = x es una variable, entonces V(t)={x}
(¢) Sit="1(t1,...,tn), entonces V(t)=V(t1)U...UV(t,)

7. El conjunto V de variables de una L — formula ¢ se define como:
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(a) Si ¢ = t;=tq, entonces V() =V(t1)UV(t2)
(b) Si ¢ = R(t1,...,tn), entonces V() =V (t1) U...UV(t,)
(c) Sip= (T4), entonces V(p) = V(¢)
(d) Sip= (0x*1), entonces V(p) =V (6) UV (¥)
) Sip = (Vavp), entonces V(p) = {z} UV (¢)
) Si ¢ = (Fzv)), entonces V(p) = {x} UV (¥)
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El conjunto VL de variables libres de una L — férmula ¢ se define como:

Si o = (1), entonces VL(p) =VL(1))
Sip= (0x*1), entonces VL(p) = VL(0) UV L(y)
(d) Sig=(Vay) o ¢ = (3av), VL(p) = VL(y)\{z}

Si ¢ es una férmula con VL(@)={x1, ..., T }, notamos ¢(x1, ..., Tn)
Si ¢ es una férmula con VL(p)=¢, decimos que ¢ es una oracién
Dada una estructura A con dominio A, una asignacién o es una funcién que asigna a cada variable un valor en A.

Extendemos o para dar valores a los términos:

(a) Sit=c , entonces 6(c) = cA.

(b) Sit=x, entonces 6(x) = o(x).
(c) Sit=f (ti,...,t,), entonces &(t) =fA(5(t1), . . . , 5(tn))

Ademds, notamos oz /al(y) = {

Dado un vocabulario L, una L-estructura A con dominio A y una asignacién ¢ para A, decimos que (fl, o) satisfacen
una férmula ¢, denotado (4, 0) = ¢, si y sélo si:

(a) p=t1 =ty o(t1) = o(t2)

(b) o =R(t1,...,tn) y (a(t1), . . ., o(tn))€ RA

(c) p=(W)y (Ao)Fy

@) o= (Ox¢)y (A o) =0, * (A0) ¢

(e) ¢ = (3xv) y existe ac A tal que (A4, 0[z/a]) =¥

(f) ¢ = (Ya1p) y para todo ac A se cumple que (4, o[z/a)) = ¥

Una oracioén ¢ sobre vocabulario L es satisfacible si existe L-estructura A tal que A E 1, es decir, para toda asignacion
o para A, (A,0) = ¢

Teorema de Church

El problema de satisfacibilidad para la 16gica de primer orden es indecidible.

La oracién ¢ es consecuencia l6gica del conjunto de oraciones Y si para toda estructura A,
AEY = AFv
Luego, > = siy sélo si Y, U{ ¢} es insatisfacible.

Una férmula ¢ estd en forma normal prenex (FNP) si es de la forma ¢o=Q121, ..., @n2,%, donde Q; =30 Q; =V, y ¢
es una combinacién booleana de férmulas atémicas (no contiene cuantificacién).

Teorema

Para toda L-férmula ¢(7) de la légica de primer orden existe una L-férmula ¢/(Z) en FNP, tal que para toda L-estructura
A y asignacién o,
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