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Auxiliar 8: Légica Proposicional

Materia
. Alfabeto
(a) Variables proposicionales (P): p, g, 1 ,...
(b) Conectivos 16gicos: =, V, A, —, «—
(¢) Simbolos de puntuacién: (, )
. Lenguaje de las férmulas proposicionales
L(P) es el menor conjunto que satisface las siguientes reglas:
(a) PC L(P)
(b) Si ¢ € L(P), entonces (—p) € L(P).
(c) Sip,9 € L(P), entonces (¢ * 1), con x € {V,\,—, «——}
. Seméntica
(a) Valuacién (asignacién): o : P — {0,1}
(b) Extensién: ¢ : L(P) — {0,1}. Dada ¢ € L(P)

i. si p = p, entonces 5(p) = a(p)
ii. si ¢ = (—«), entonces &(p

) =
iii. si ¢ = (a A 3), entonces (Lp) ( (@),5(8))
iv. si Lo = (aV f3), entonces 6(¢) = max(6(a),5(8))
V. = (o — ), entonces 6(p) = max(l (?)7&(@)
vi. si ¢ = (o «— f3), entonces &(p) = { é Z ggz% ; ggg;

. Definiciones previas

(a) Una férmula ¢ es satisfacible si existe o tal que o(p) =1
(b) Una férmula ¢ es tautologia si su negacién es insatisfacible.

(¢) Para un conjunto de férmulas ) escribimos o(> ) =1 si para toda férmula ¢ en > se tiene que o(p) =1

. Consecuencia légica

La férmula ¢ es consecuencia légica de > si para toda valuacién o:
oY)=1=o0(p) =1
Esto lo denotamos ) | ¢

. Dos férmulas ¢ y ¢ son equivalentes, denotado ¢ = v, si ¢ = ¥ y ¥ = ¢. De la misma forma, si para toda valuacién
JJ
olp)=1eo(p) =1

. Un conjunto de conectivos légicos es funcionalmente completo si se puede representar cualquier tabla de verdad usando
solo esos conectivos

Ejemplo: {V,A, =}



8. Teoremas Importantes de Satisfacibilidad

(a) (Monotonia) Si )" |= ¢, entonces para cada férmula 6 se tiene que Y U{0} = ¢
(b) >~ | ¢ siysolosi > U{—p} es insatisfacible
(¢c) Para todo conjunto finito de férmulas > y férmula ¢ existe a tal que Y = ¢ si y solo a es tautologfa.
(d) > es insatisfacible si y solo si para cada férmula ¢, > = ¢
)

(e) 3 es insatisfacible si y solo sf para cada férmula insatisfacible ¢, > = ¢

Ejercicios

1. Defina formalmente el operador N:Px L(p) — N, donde N(p,f) es el nimero de ocurrecias de la variable p en la fé6rmula
0. Ejemplo: 6 = ((p — q) — (p < 7)) vV ((-p) A7), N(p,0) =3

(Es verdad que si ¢ = 1, entonces N(p,p) =N(p,¥) para todo pe P?
2. Defina recursivamente el dual de una férmula ¢, denotado por ¢*, como sigue:
e p'=-p sipe P
o (aVph)=a*ApB"
o (aAf) =a"Vvp"

[ ] (ﬁa)* = ﬁa*

Demuestre que para todo ¢ en L(P) se tiene que ¢* es equivalente a — .
3. Demuestre que el conjunto {V, A, —, <} no es funcionalmente completo.
4. Definimos los conectivos l6gicos NAND «|8 y NOR « | 8 como sigue
(a) o(a|B) =1siysolosio(a)=000c(8)=0
(b) o(a| B)=1siysolosio(a) =0y o(8)=0
Demuestre que los conectivos l6gicos NAND y NOR, cada uno por si solo, son funcionalmente completos
5. Dado a, § € L(P), demuestre que a =8y B = asiy sélo si | (a < )

6. Dado > CL(P) y ¢,9,0 € L(P), demuestre que si ¢ — 1 es tautologia, entonces > U{p, ¢} = 0 si y solo si
2 Uiyt =0

7. Considere una valuacién o : P — {0,1}. Sea S={¢|¢ € L(P), o(¢) = 1}. Demuestre que:
Para todo conjunto S’C L(P), tal que SC S’y S’ es satisfacible, entonces S=S’



