Programas definitivos y PROLOG

Pablo Barceld

P. Barcel6 — Programas definitivos y PROLOG - CC52A 1/35



Programas definitivos

Una clausula es definitiva si es de la forma
{P()_(),_‘Ql()?l),-..,_‘Qn()?n)} (nZO)

La representamos por P(x) < Qi(Xx1),- .., Qn(Xn).

Un programa definitivo es un conjunto de cldusulas definitivas.

Como veremos luego, los programas definitivos son interesantes
porque para analizar su semdntica nos podemos restringir a un
modelo de Herbrand particular...
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El modelo minimo

Sea P un programa definitivo. Defina Mp como la interseccidn de
todos los modelos de Herbrand de P.

Ejercicio: Demuestre que Mp es un modelo de P (lo llamamos el
modelo minimo).

Ejercicio: Demuestre que Mp = {A € Bp | P = A}, donde Bp es
la base de Herbrand de P.

Demuestre que esto no es cierto para programas arbitrarios (no
definitivos).

En conclusién, podemos ver a Mp como la interpretacién natural
de un programa definitivo P.
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Semantica procedural

Nos gustaria poder computar el valor de Mp, i.e. capturar Mp
proceduralmente.

Defina una funcién fp : 2B° — 2BP como

Ejercicio: Demuestre que fp es mondtono.
Defina f3(0) = 0y £571(0) = fp(£5(0)).

Ejercicio: Demuestre que para cada i > 0, f3(0) C f4T(0).
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Ejemplo de semantica procedural

Considere el programa P dado por:

P(f(x)) «— P(x)
Q(a) — Px)
P(f(f(a)))
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Ejemplo de semantica procedural

Considere el programa P dado por:

P(f(x)) «— P(x)
Q(a) — Px)
P(f(f(a)))

Calcule 75(0), fp(fp(0)), . ..
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Ejemplo de semantica procedural

Considere el programa P dado por:

)}

Calcule (D), fp(f,(0))
» fp(0) = {P(f(f(a

~—
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Ejemplo de semantica procedural

Considere el programa P dado por:

P(f(x)) < P(x
Q(a) «— P(x
P(f(f(a))) <
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Ejemplo de semantica procedural

Considere el programa P dado por:

P(f(x)) < P(x
Q(a) «— P(x
P(f(f(a)))
Calcule 75(0), fp(fp(0)), . ..
> fp(0) = {P(f(f(a))};
> f2(0) = {P(f(f(a)), Q(a), P(f(f(f(a))))}
> f3(0) = {P(f(f(a)), Q(a), P(f(f(f(a)))), P(F(f(f(f(a)))))}
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Ejemplo de semantica procedural

Considere el programa P dado por:

P(f(x)) < P(x
Q(a) «— P(x
P(f(f(a)))
Calcule 75(0), fp(fp(0)), . ..

> fp(0) = {P(f(f(a))};
> f2(0) = {P(f(f(a)), Q(a), P(F(f(f(a))))};
> f3(0) = {P(f(f(a)), Q(a), P(f(f(f(a)))), P(F(f(f(f(a)))))}
>
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Propiedades del operador fp

Ejercicio: Sea | una estructura de Herbrand para programa
definitivo P. Demuestre que | |= P ssi fp(l) C /.

Ejercicio: Demuestre que Mp = ;. f5(1).

De ahora en adelante denotamos a (J;~q f5(9) por 1fp(fp).
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Ejemplo de semantica procedural vs declarativa

Sea grafo G = (V = {vi,...,vn}, E). Considere el siguiente
programa P:
E'lviov) < (vi,v) € E
T(x,y) <« E'(xy)
T(x,2) « FE(xy),T(y.2)

Pregunta: ;Cudl es el valor de 1fp(fp)?
Pregunta: jCudl es el valor de Mp?

Pregunta: jCudl es la relaciéon entre la interpretacion de E en G y
la interpretacién de T en Mp?
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Programas definitivos y resolucion

En cierto sentido, el operador fp realiza forward chaining, y su
busqueda no es del todo guiada por el objetivo.

Ademds, no es propiamente un algoritmo puesto que el nimero de
iteraciones puede ser infinito.

Si quisiéramos lograr un proceso backward chaining y guiado por el
objetivo podriamos utilizar resolucién.

Veremos que para programas definitivos no necesitamos todo el
poder de resolucidn, sino una versién mas restrictiva Illamada
Selection, Linear, Definite (SLD).
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Objetivos

Sea P un programa definitivo, y ¢ una oracién de la forma dxa,
donde a es una conjuncién de literales con variables en X.

» Queremos verificar si P = ¢, i.e. si PU{—¢} es insatisfacible.

Note que —¢ es una cldusula de la forma

— Ql()_q)a AR} Qn(;(n)a
que llamamos objetivo.

Tal objetivo guiard la bisqueda de O a partir de P U {—¢}.
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Resolucién SLD

Sea C una cldusula. Decimos que C’ es una variante de C si C’ se
puede obtener desde C mediante un renombre de variables.

Sea P programa definitivo y G un objetivo de la forma
— Al, e ,An.

Sea C una variante de una cldusula en P de la forma
A« Bi,...,Byg, tal que Ay A; unifican mediante umg 6, para
1<i<n.

Entonces el objetivo G’ de la forma

— (A1,...,Ai—1,B1,..., Bk, Aix1,...,An)0 es un resolvente SLD
de Gy C.
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Derivaciones SLD

Una derivacién SLD desde P U {G} es:
» Una secuencia G = Gy, Gy, . .., de objetivos;
» una secuencia Cy, C1,... de variantes de cldusulas en P; y
» una secuencia de umgs g, 01, ...,
tal que para cada i > 0, Gjy1 es un resolvente SLD de C; y G;
mediante umg 6;.

Si la secuencia Gg, Gy, ... es finita, y su dltimo elemento es G’,
escibimos PU{G} Fgrp G’, y estamos particularmente interesados
en el caso PU{G} Fgrp 0.

A continuacién veremos un ejemplo.
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Ejemplo de resolucién SLD

Exawple (dup~down Pfaopf. a diffe
S w\; of Heo Sarce anetled )

B3
B4
B2 B6 B7
7. 74

The spatial relationships of interest will be:

ON(z,y) - Block zis on (touching) block y.

ABOVE(#,y) - In the pile of blocks containiag block y, block = is above (aot
necessarily touching) 3.

LEFT-OF(x,5) - Block £ is to the left of block y.

RIGHT-OF(x,y) - Block = is to the right of block y

We will we fhese FFQLL»?LEI +o describe
Let ws amsider tee followimg

our wocld

rules:

2227222292223 23312311
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Ejemplo de resolucién SLD

P. Barceld

ON(B1,B2) ON(B3B4)
ON(B4,85) ON(B5BS) (8.0)
LEFT-OF (82,86) LEFT -OF (B8,87)

ABOVE (z,y) & LEFT -OF (y,:) — LEFT -OF (z,1)

(8.2)
ABOVE (y,#) & LEFT -OF (z,1) — LEFT-OF (z ) )
LEFT -OF (z,y) & LEFT -OF (y,z) — LEFT -OF (1) (031
LEFT -OF (z,y) — RIGHT -OF (y,7) o
ON (z,y) — ABOVE (z,y) ©9)
ON(2,5) & ABOVE (y,7) — ABOVE (s,) e

Trow (6.0) —(6.6) ve want o prove AROVE(R1,30).

We will give o Yop-down prood cepresended

by = search Yree .

aal . (roa(‘\
ABOVE( R1,86) s Fhe “*w\,»\e\/f_\ a4

L fads () ~(6.6)

We will use the coles aw e

ivem (as Pra\oa
im e dece give
e i::— %é(.ei 4o ba Hig 1w -h:\,» dowm

prw(s). :
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Fiat find Jle clauses imv ‘v 3’ F{'E\Qf o
AROVE o Hee cight hand side:flare
(.€) a~d (6.6) . Wirg (.5) we ‘a’zwfhk
ub gool ¢ ABOVE(B1,86)
() e B2
y =2t
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\
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Ejemplo de resolucién SLD

%
The subgoal on(RIRE) fails. W Ve bl e
4o Hia origicnal goeal and use (c.6) -

ABOVE(B3,B6) original goal
(6.5) ) 2
ON(B3,B6) ON(B3.y) & ABOVE(y.B6) possible subgoals
x

4 osaks on(R3,y), what cam be
e 1"7 : 47 Hae 1 cond ot in €.0)

east \/ Lone wsimg

Por y= B . Them, we e o sehisd,
AROVE(RY,RE)
ABOVE(B3J,B6)
(8.5) (8.6)
*
v
ON(B3.B6) ON(B3.y) “& ABOVE(y.B6)
x —_—
(8.0)
I
ABOVE(B4.B6)
cace Subgoalc.
We combimue this way aLMem% S g

Bl eiaced i e —ﬂ’-w\\uwf"«(}i
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Ejemplo de resolucién SLD

| ABOVE(B3,B6)
(03) &
2 ON(B3,B6) 2 vy & ABOUSLs 0]
5 (8.0)
yent
"4 ABOVE(BA.B6) \
(8.5) t
S ON(B4,868) 6 ON(B4.y) & ABOVE(y,B6) (%)
’ (6.0)
=83

(8.5)
8 ON(B5,B6)

(©.0)

A success

and them ABOVEC oF, ) .

A proof s & lm\\d‘(’m e
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Ejemplo de resolucién SLD

P. Barceld

A Pinel MWAF\U prove RIGHT-OF(BT,R2)
froae (6.0) = (6:6)

1 RIGHT-OF(D7,02)

(000

2 LEFT-0F(92,07)

2 ADOVE(B2.y) & ¢ ADOVE(D7.2) & 9 LEFT-OF(D2.y) & LEFT-OF(y,07)
LEFT-0F(7.07) LEFT-0F(D2.1)
o)
o
03y o oy ) 4
4 owmp 4 S owm)a  Tonna kB oMy k10 LET-onoesn
U0 AVl K UTT-ORDZN)  A3OVERa) K
X wrr-ort.em X ooz
X X

(o)

File ~obers  imdicate Hle ocdar of g‘(men&ia‘«
.r_ nodes (S»«Lt/xo&\ﬁ). .
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Reglas de seleccién

El arbol de resolucién no es completo: esta basado en una regla de
seleccién de atomos a unificar en un objetivo.

Pregunta: jCudl es la regla de seleccién que se aplica en el ejemplo
anterior?
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Reglas de seleccién

El arbol de resolucién no es completo: esta basado en una regla de
seleccién de atomos a unificar en un objetivo.

Pregunta: jCudl es la regla de seleccién que se aplica en el ejemplo
anterior?

Siempre unificar el primer atomo del objetivo. Esta es la regla de
seleccién que utiliza PROLOG.

La regla de seleccién no es relevante ni para la correccién ni la
completitud de la resoluciéon SLD, aunque si para su eficiencia.
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Objetivos con variables libres

Recuerde que agregar objetivo G a P equivale a agregar una
férmula de la forma —3dxy, ..., xs@Q1 A -+ A Q, a P.

Por tanto, si PU{G} Fspp O mediante secuencia g, 01, ...,0,, de

umgs, lo que concluimos es que (Q1 A -+ A Qp)00b1 - - O, s
consecuencia lgica de P.

La restriccién de 61 - - - 0, a las variables en (Q1 A -+ A Q) se
llama una respuesta computada para P U {G}.

Podria ser que en (@1 A --- A Q) alin aparecieran variables.
i Cémo deberiamos interpretar eso?
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Correctitud y completidad de SLD

Decimos que el proceso de resolucién SLD es correcto.

» ;i Qué significa eso y cémo se demuestra?

Sea P programa definitivo. Definamos Sp como el conjunto

{A € Bp ’ PU {<— A} FsLp D}.

Por el comentario anterior, Sp C Mp.

Pregunta: jEs cierto que Mp = 5p7
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Completidad de SLD

Antes de demostrar que resolucién SLD es completa para
programas SLD, demostraremos lo anterior:

Proposicién: Mp C Sp (y, por tanto, Mp = Sp).

Para demostrar esto necesitamos del siguiente lema:

Lema de sustitucién: Si PU{G0} Fgrp O, para alguna sustitucién
6, entonces P U {G} Fsrp O.

Postpondremos la demostracion del lema por ahora, y veremos
primero por qué Mp C Sp se sigue de él.

P. Barcel6 — Programas definitivos y PROLOG - CC52A 20 / 35



Completidad de SLD

Recordemos que Mp = ;> f(0).

Es suficiente entonces si demostramos, por inducciéon en i, que
f,’;(@) C Sp.

Para i = 0, tenemos por definicién que f3(() = . Por tanto,
trivialmente f2(0) C Sp.

Asumamos por induccién entonces para i > 0. Demostraremos
para i + 1.

Si £i(0) = fi"(0), entonces no hay nada que demostrar.

Asumamos entonces que existe A € Bp tal que A € £,7H(0)\ FA(0).
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Completidad de SLD

Esto implica que existe una instanciaciéon A < By, ..., B, de una
cldusula en P tal que By, ..., B, € f5(0).

Por hipétesis inductiva, B; C Sp paracada 1 </ < n.

Pero, por tanto, PU {« By,...,B,} FgLp O.

Considere ahora una resolucién SLD de {«< A} con la regla de P
cuya instanciacién es A «— By, ..., B,.

La resolvente SLD de éstos dos es una clausula negativa que tiene
como instanciacién a <« By, ..., B,.

Usando el lema concluimos que P U {« A} t-si,p O. Esto es lo
que queriamos demostrar.
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Completidad de SLD

Usando la proposicion y el lema demostraremos que resolucién
SLD es completo para programas definitivos.

Es decir, que si P U {G} es insatisfacible, entonces
PU {G} Ferp O.

Sea G = Ay,...,A,. Sabemos que Mp = P, y , por tanto,
Mp £ G.

Entonces , para alguna instanciacion 6 se tiene que
{A10, ..., A0} C Mp.

Dado que Mp C Sp, se tiene que P U {— A16,..., A0} Fsip O.

Por el lema concluimos que P U {« Aj,...,A,} Fsip O.
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Demostracion del lema de sustitucion

Finalmente demostraremos el lema de sustitucion.

Sea P un programa, G un objetivo de la forma «— A;,... A, vy 6
una sustituciéon. Asumimos que las variables de G no aparecen en
Py que # no actia en las variables de P.

Demostraremos el lema mediante induccién en el largo i > 0 de la
demostracién por resolucién de la cldusula vacia O desde PU{G6}.

Asuma primero que i = 1 (caso base). Entonces n=1, y A6
unifica con un atomo A <« de P. Por tanto, A; también unifica
con ese atomo.
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Demostracion del lema de sustitucion

Asuma entonces por induccién para i > 0. Demostraremos para
i+ 1

Sea By + By, ..., By, la primera clausula de P usada en la

resolucién SLD de O desde PU {GO}, y sea A;, 1 < i< n, el
atomo de G seleccionado por la resolucién.

Luego, existe umg 1 de By y A0, i.e. By = A10n.
Pero dado que 6 no actida en las variables de P, Byfn = A10n.

Por tanto, By y A1 unifican mediante sustitucién 67. Sea el umg
de A1 Yy Bo.

Por propiedades de umg, 61 = uo para alguna sustitucion o.
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Demostracion del lema de sustitucion

De nuevo, porque € no actia en las variables de P tenemos que:

y la resolucién toma i pasos.

Por hipétesis inductiva,

PU {<— (Al, ey Aic1, Bl oo By Aig, - >An),u} Ferp O.
Dado que <+ Aj,..., A, se resuelve en un paso con

Bo<—Bl,...,Bm en

obtenemos el resultado.
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PROLOG

PROLOG (Colmerauer, Marsella, '70s) es el paradigma de la
programacién en légica, en oposicién a la programacién tradicional.

PROLOG es un lenguaje de programacién en légica basado en las
siguientes observaciones:

» Las reglas de un programa definitivo pueden ser vistas como
procedimientos (por eso usamos las flechas en el sentido
contrario al usual).

» La blsqueda de demostraciones descendentes puede ser
entendida como una interpretacion del programa.

Es decir, que para programas definitivos una lectura declarativa del
programa es lo mismo que una lectura procedural.

Aplicaciones de PROLOG incluyen: Bases de datos, comprensién
de lenguaje natural, web semdntica, compiladores, etc.
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PROLOG: Tipo de bisqueda

Como dijimos, PROLOG implementa resolucién SLD vy la regla de
seleccién que elige unificar siempre al primer dtomo del objetivo.

Ninguno de estas dos caracteristicas hace perder ni correccién ni
completidad con respecto a programas definitivos.

Sin embargo, para tener un lenguaje de programacién propiamente
tal, PROLOG debe también fijar el tipo de bisqueda en el arbol de
resolucidn.

PROLOG utiliza una estrategia en profundidad, donde el orden del
arbol estd dado por el orden en que las cldusulas aparecen en el
programa.

Si el llamado a un procedimiento a través de una rama del arbol
falla, entonces se realiza el backtracking.
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Estructuras de datos en PROLOG

Veremos que PROLOG presenta bastantes mas funcionalidades que
las que hemos visto hasta ahora.

Una de las mads importantes es que en PROLOG podemos
representar nuestras estructuras de datos favoritas, ademds de

razonar acerca de ellas.

Para esto haremos uso extensivo de los simbolos de funcién.
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Estructuras de datos en PROLOG: Listas

Considere una funcién binaria cons y una constante NIL.

Una lista se define recursivamente como sigue:
» NIL es una lista;

> si / es una lista 'y b es una constante, entonces cons(b, /) es
una lista.

Ejemplos: cons(a, NIL), cons(a, cons(b, cons(b, NIL))), etc.

Es decir, en PROLOG una lista no es mas que un tipo particular de
término.
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Estructuras de datos en PROLOG: Listas

De ahora en adelante representaremos una lista no vacia por
[b1,bo,- -, by] (asi es como las representa PROLOG), donde cada
b; es una constante u otra lista.

Ejemplo: Defina en PROLOG el predicado Member(x, y), que se
tiene de todos aquellos elementos x que pertenecen a la lista y.
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Estructuras de datos en PROLOG: Listas

De ahora en adelante representaremos una lista no vacia por
[b1,bo,- -, by] (asi es como las representa PROLOG), donde cada
b; es una constante u otra lista.

Ejemplo: Defina en PROLOG el predicado Member(x, y), que se
tiene de todos aquellos elementos x que pertenecen a la lista y.

Member(X,[X,Y]) «
Member(X,[Y,Z]) <« Member(X,Z)

P. Barcel6 — Programas definitivos y PROLOG - CC52A 31/35



Estructuras de datos en PROLOG: Listas

De ahora en adelante representaremos una lista no vacia por
[b1,bo,- -, by] (asi es como las representa PROLOG), donde cada
b; es una constante u otra lista.

Ejemplo: Defina en PROLOG el predicado Member(x, y), que se
tiene de todos aquellos elementos x que pertenecen a la lista y.

Member(X,[X,Y]) «
Member(X,[Y,Z]) <« Member(X,Z)

Demuestre que a es miembro de [b, c, a, d|.
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Concatenacidn de listas

Otro ejemplo: El predicado Append(x,y, z) que es cierto si y sélo
si z se obtiene concatenando a x e y.
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Concatenacidn de listas

Otro ejemplo: El predicado Append(x,y, z) que es cierto si y sélo
si z se obtiene concatenando a x e y.

Append([]. X, X)
Append([X, Y], Z,[X,W]) « Append(Y,Z, W)

Ejercicio: j Cudl es el resultado de Append(X,Y,|a,b,c,d])?
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Ejercicios

Ejercicio: Defina el predicado Last(x,y) que es cierto si x es el
altimo elemento de la lista no vacia y.

Ejercicio: Defina el predicado Subset(x, y) que es cierto si todo
elemento de la lista x pertenece a la lista y.

Ejercicio: Defina el predicado Reverse(x,y) que es cierto si y es la
lista inversa de x.

Ejercicio: Asuma que existe un predicado Less(x,y) definido sobre
una lista, y que significa que x es menor que y.

Defina un predicado Order(x,y) que para cada lista x entrega la
lista ordenada y asociada con x.
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Ejercicios

Ejercicio: Defina el predicado Insert(x,y,z), donde y es una lista
ordenada y z es el resultado de insertar el elemento x en y
preservando el orden de los elementos en z.

Ejercicio: Especifique un programa en PROLOG que mezcle dos
listas ya ordenadas, entregando una lista ordenada.
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Ejercicios sobre operaciones aritméticas

Ejercicio: Defina las siguientes funciones aritméticas en PROLOG:
» Suma y multiplicacién (ternarias);
» factorial (binaria);

» divisin entera (ternaria).

Ejercicio: Defina un programa en PROLOG cuya salida sea el largo
de una lista.

Ejercicio: Defina un programa en PROLOG que compute el
maximo comun divisor de dos enteros no negativos.

P. Barcel6 — Programas definitivos y PROLOG - CC52A 35 /35



