Superficies extendidas (aletas)

Dada la relacion que expresa el intercambio de calor por
conveccion de un sélido a un fluido:

Q =hAAT

se deduce que el calor disipado por una superficie aumenta con:

¢ ¢l coeficiente convectivo,
e ¢l area expuesta al fluido, y
¢ |a diferencia de temperatura entre la superficie y el fluido.

En los casos en que interesa aumentar la disipacion desde una
superficie (ej. carcasa de motores, intercambiadores de calor) se
recurre al uso de superficies extendidas (aletas), especialmente
si se tiene una pequena diferencia de temperatura y un bajo
coeficiente convectivo.

Consideremos una superficie plana a temperatura T, a la cual
se le agrega una barra (o aleta) de seccion rectangular,

e de espesor b (segun la direccion vertical, vy,
¢ largo L (segun la coordenada x, normal a la superficie base,
e anchura | segun la direccion lateral, z).

El medio ambiente (aire) esta a T.

En principio la distribucion de temperatura es tridimensional,
T(x,y,z). Pero si se supone que:

1) No hay gradiente de Temperatura definido en la direccion z
(dT/9z=0).

2) el espesor b es pequeino, de modo que b/k << L/k (resistencia
segun el espesor despreciable),

La menor resistencia segun el espesor implica que la caida de
temperatura segun esta direccion es baja, es decir,
aproximadamente dT/oy=0.



Entonces T =T(x) y el problema puede considerarse como de
conduccién unidireccional en direccion X, con conveccion en el
contorno.

La suposicion unidireccional impide usar la ecuacion general del
calor para formular este problema,

ya que no podria plantearse la condicion de borde mixta de
conveccidon y conduccion en las caras superior e inferior.

En lugar de eso se escribe un balance de energia para un
elemento Ax de la aleta.

Sea A el area de transferencia, normal a la direccion x. Sea p el
perimetro de esta seccion rectangular.

A= bl
p=2(b+l)

Un balance de energia para un elemento Ax se escribe:

qx A= qx+Ax A+ hpAX(T 'To)

dq
=q, +-—AX
qX+AX qX dX

dT
= -k —
f dx

Haciendo los reemplazos correspondientes se obtiene de las
ecuaciones anteriores la ecuacion caracteristica de la aleta:

d°T ) hp 1.
-m(T-T,)=0; m=(—
i m“(T-T,) (kA



Esta ecuacion genera soluciones exponenciales.

Para resolverla se homogeniza con la variable ©= T - T,, (que
representa el exceso de temperatura en la aleta sobre el
ambiente) quedando:

d° e
d x?

-m20 =0
Cuya solucion puede escribirse de dos formas:

® = C;senh(mx) + C,cosh (mx)

O@=Ce™+C,e™

El parametro m reune las propiedades fisicas y geométricas. El
calor se conduce a lo largo de la aleta y es disipado por
conveccion desde el perimetro de ésta.

Casos: 1) Aleta de longitud infinita

Las condiciones de borde son:

C.B.1 T=Tienx=0

O bien: ©= 04 = T4-T, en x=0, base de la aleta.

C.B.2 Sila aleta es muy larga, la temperatura lejos de la base
tendera a la ambiente. Esto se expresa:

©®— 0 si x— oo.

La condicion 2 es incompatible con un crecimiento exponencial,



luego C1=0. Para determinar C2, se usa la C.B.1, quedando:

@ — @1 e-mx

Se puede ver la progresion de temperatura en la figura siguiente,
para diferentes valores de m. En cada caso, la temperatura
decrece con x (aumento de la distancia a la base)

m aumenta con h 'y p, y disminuye con ky A

Por lo tanto, la temperatura cae mas rapidamente en medios con
alto coeficiente convectivo, y de gran perimetro. (Condiciones
que favorecen la disipacidon convectiva).

La temperatura cae lentamente para materiales de alta
conductividad y para aletas con gran area de transferencia.
(Condiciones que favorecen la conduccion).



Distribucion de temperatura en aletas
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El decrecimiento de la temperatura, aunque exponencial, se
aproxima mas a la linealidad para casos en que predomina la
conduccion (k alto).

Si la distribucion de temperatura fuera lineal, se habla de aleta
“perfectamente conductora”, por analogia con el caso de la
pared sdlida en que la transferencia de calor es solo por
conduccion.

El calor total disipado por la aleta hacia el medio es el que pasa
a través de la base de la aleta, y se puede evaluar usando la Ley
de Fourier con la distribucion de temperatura encontrada.

aT(©) _ , ,0(0)

Q:—kA - W:G‘)l hpkA

2) Aleta de largo finito (L):



Si la aleta tiene un largo finito, la segunda condicion de borde
debe ser modificada. Una condicion muy usada es la de
"extremo adiabatico", que se expresa:

dT/dx =dO/dX=0enx = L.

Esta condicion es algo irreal, pero es una forma de no forzar a
que la punta de la aleta tenga una temperatura determinada.

Con la otra condicion (© = ©1 en x = 0), la solucion es:

O = @,(-tanh(mL)sinh(mx)+cosh(mx))

Con esta distribucion de temperatura, el flujo de calor evaluado
en la base es:

Q= -kAM: @, (hpkA )** tanh (mL)
X

La tangente hiperbdlica crece con mL hasta mL =5.
Para mL>5, tanh mL = 1.

Por lo tanto, para mL > 5, la transferencia de calor desde la aleta
es igual a la de una aleta de longitud infinita.

Para cualquier punto mas alla de mx=5, la temperatura sobre la
aleta es la del ambiente, por lo tanto no hay disipacion.

El exceso de temperatura en el extremo de la aleta es:
O(L) = ®,(- tanh (mL) sinh (mL) + cosh (mL))

el cual se reduce a cero cuando mL > 5, es decir, no hay



disipacion de calor desde los valores de x en que se alcanza la
temperatura ambiente.

Aleta con temperatura impuesta en ambos extremos:

Dada la ecuacion de aleta:

2
d (;)—m2®:0
dx

Suponemos que esta en contacto con dos paredes, a distancia
2L. Ponemos el origen de coordenadas en el centro de la aleta.
Los excesos de temperatura en los extremos son:

O(x =-L)=0;, O(x =L)=0,

Usando la solucion exponencial, la distribucion de temperatura
es:

@=Ce™+C,e™
en que las constantes son:

Cl — e—mL(®1e—2mL _@2)/(6—4mL _1) C2 — e—mL(®2e—2mL _@l) /(e—4mL _1)
El calor transferido al aire ambiente es:

Q= Ihp@dx
-L

de donde:



Q=(0,+0,)(hpkA)"'*K, K=01-e*™)/1+e”™)

K en funcion de mL:

mL O 1 2 3 4 5
K 0 0,7616 0,964 0,995 0,9993 0,9999

Luego para mL>5, K=1, este sistema se comporta como dos

aletas independientes. La figura anexa muestra la distribucion de
temperaturas en funcion de mL

Aleta con 2 extremos a temp. impuesta

90

I
70

Exceso de Ten

B0

50

40

30

B\

\

N

S~

L\

AN

—mL=005
—mL=1
—mL=3
—mL=10

\
NN
N
S~

0 T T 1 T T T
-1 08 06 04 02 0 02 04 08 08 1

Para mL bajo, la conduccién predomina y se obtiene el perfil
lineal de temperatura (aleta perfectamente conductora).

Si mL es grande, la conveccion alrededor de la aleta provoca
caidas de temperatura rapidas desde los extremos, y la aleta
transfiere calor como si fueran dos aletas infinitas
independientes.

Eficiencia de aletas (n).



Como la temperatura en la aleta cae con x, su efectividad como
superficie disipadora es menor que la de la superficie base.

Una medida cuantitativa de la efectividad de una aleta es el
concepto de eficiencia de aleta. Se define esta como:

n= calor real transferido por la aleta/calor que se transferiria si
estuviera a una temperatura uniforme e igual a la de la base.

El denominador es igual al calor transferido por la aleta si su
conductividad fuera infinita.

Para la aleta de extremo adiabatico, la definicion implica:

_ ©,(hpkA )Y** tanh(mL) _ tanh(mL)
7 O, hpL mL

Esta eficiencia decrece con la longitud de la aleta. En particular,
cuando mL >5, n=1/(mL).

La eficiencia de diversas formas de aleta estad tabulada en
diversos textos, permitiendo el calculo del calor transferido en
base a este parametro y al calor para k= «, el que es facil de
determinar.

FENOMENOS TRANSIENTES

En la mayoria de las aplicaciones, el establecimiento de condi-
ciones estables o permanentes requiere de un tiempo.

En los intercambiadores de calor que funcionan en forma conti-
nua, el régimen permanente se alcanza poco tiempo despueés
del inicio del bombeo de los fluidos, y no se considera en el
diseno.



En otras aplicaciones, como tratamientos térmicos de metales,
enfriamiento y congelacion de alimentos, e intercambiadores
"batch" del tipo serpentin con estanque agitado (por nombrar
sb6lo algunos casos), la parte relevante del proceso de
transferencia de calor esta en el estado transiente.

En la etapa de disefo de intercambiadores que funcionen en
regimen transiente es necesario realizar una simulacion
dinamica (en el tiempo) de su funcionamiento.

La simulacion tiene como objetivo determinar el tiempo que se
requerira para transferir una determinada cantidad de calor, o
para alcanzar un determinado nivel de temperatura.

CONDUCCION TRANSIENTE
Ejemplo tipico:

Se tiene un sodlido a temperatura inicial uniforme To.

En un instante t=0, se sumerge el solido en un medio a
temperatura Too.

La temperatura del solido variara en el tiempo hasta alcanzar,
como limite, la temperatura del nuevo medio.

Dependiendo del signo de Tw - To, se trata de un calentamiento
o enfriamiento transiente. Los procesos de ambos tipos se tratan
en forma unificada, usando la temperatura adimensional:

T-7.)
(To'Too)

Cuyo valor es 1 en el estado inicial y 0 en el final.
Esta temperatura adimensional decrece con el tiempo, tanto
para calentamientos como para enfriamientos.

Conduccién unidireccional transiente, sin generacion interna de
calor:



Se tiene una placa plana de espesor 2L, con las otras
dimensiones infinitas. Las propiedades fisicas relevantes son:

e Conductividad térmica K,

e calor especifico C,

¢ densidad p,

Condiciones iniciales y de borde
e temperatura inicial es To (uniforme),
e temperatura ambiente Too,
e coeficiente convectivo entre la superficie y el fluido exterior
es h.

La coordenada x tiene origen en plano de simetria de la pared.
Para conduccion unidireccional sin generacion interna de calor,

la ecuaciéon diferencial y sus condiciones iniciales y de borde
son:

oT _ o°T
— =«
ot 0 x?
160=T, TV=0 kTCDprqy-T,)

OX

En que o= k/pC es la difusividad térmica del solido. Esta
propiedad, en m?%/s, representa la razén entre las propiedades de
transferir calor y las de almacenarlo.

La solucion de la ecuacion se puede obtener por el método de
separacion de variables. La solucion es:



= sin g, L ot X
=23 s 4 exXp(- 5 (4nL ) )eod 1oL )
1

To T. & a.L+sin(1,L)coy 4, L)

en que los ,L son las infinitas raices de la ecuacion siguiente,
que se deriva de la condicion de borde de conveccion:

Bi es el "numero de Biot"= hL/k.

Bi es un adimensional que representa la razén entre la
resistencia térmica conductiva en el semi espesor del solido y la
resistencia convectiva externa, es decir.

Un alto Bi significa que la resistencia conductiva interior es
mayor que la convectiva exterior, luego habra grandes
gradientes de temperatura en el interior del sdlido.

En cambio si Bi es bajo (p. €j. 0,1), la resistencia conductiva es
baja y la temperatura en el interior del sélido es practicamente
uniforme en cada instante.

Otros grupos adimensionales son: Fo = at/L? (nimero de Fourier
o tiempo adimensionalizado), y la coordenada adimensional x/L

Se observa que la solucion, en términos de grupos
adimensionales, se resume en la dependencia:



== f (Fo, Bi, x/L)
T-T,

La solucion se puede representar graficamente utilizando la
dependencia anterior. Los diagramas de Heisler, basados en la
solucion analitica, representan las distribuciones de temperatura
en el plano de simetria (x/L=0). Estos se pueden ver en libros.

Los rangos de los grupos adimensionales en estos diagramas
son los rangos de interés practico.

Existe un grafico adicional que da cuenta de las temperaturas
fuera del plano de simetria. En estos graficos la temperatura
fuera de ese plano se obtiene como producto de las ordenadas
de los graficos primario y secundario. En este ultimo las
variables independientes son Bi y x/L.

Extension a dos dimensiones:

Se tiene ahora una region rectangular de lados 2L y 2| sometida
a las mismas condiciones anteriores. La ecuacion diferencial y
las condiciones son ahora:

ar(0,yt) oT(L.y\t) _

T(x,y,0=T, =0 -k———=h(T(Ly})-T.)

2 2
g:a(a T+a T

ot ox* ayz)




oTON _ .\ OTLY
oy oy

= h(TxL) -T.)
Se intenta la separacion de variables siguiente:

T-T.

(0] o0

O(x,y,t)=

= X(XDY(yi)

reemplazando en la ecuacion diferencial:
2Y ) 1 ( oX az X
8x2

1 8Y
= =+ %(t

Y( p» ) (t)

El lado izquierdo depende solo de vy, el derecho solo de x, luego
ambos deben ser solo funciones de t.

Sin embargo, las condiciones son estrictamente equivalentes
para las dos direcciones.

La equivalencia se cumple solo si A es cero. Por lo tanto, se
supone A =0, y entonces la solucion de la distribucion de
temperatura bidimensional es el producto de dos soluciones
unidimensionales, que se obtienen de la solucion de:

& X

_ oX(0t) _
a oy D

X(x,0¥1

oX(Lt) _
k= =hX(Ly)

y de otro conjunto de ecuacion/condiciones exactamente similar
para Y. Estos problemas tienen soluciones adimensionales
iguales a la del problema unidimensional, con sus respectivos
grupos adimensionales.



En consecuencia, la solucion 2D se puede escribir:

T-Too T-Too T-Too

)
To-Te ToTw = To-Ts ®

Y, por extension a tres dimensiones, en un paralelepipedo de
lados 2L, 21 y 2A, la temperatura es:

T-T, _ T-T.. T-T.., T-T.
=( )ZL( )a (

)
ToTw  ToTu = ToTw @ ToTw =

En los casos 2D y 3D la seccion rectangular y el paralelepipedo
se pueden considerar como las intersecciones de 2 y 3 placas
infinitas respectivamente.

En el caso de un paralelepipedo rectangular hay que evaluar 3
Biots y 3 Fourier, ya que aunque las propiedades fisicas son
idénticas, la diferencia de longitudes en las distintas direcciones
define numeros de Bi y Fo distintos para las distintas
direcciones.

Existen soluciones analiticas exactas para conduccion radial en
cilindro infinito y en esfera. En estas geometrias definimos las
variables adimensionales como:

n=r/R

Fo=a t /R

Bi= h R/k

Cilindro:

Distribucion de temperatura y ecuacidon para valores
caracteristicos:



T-T. =2y 2J,(1.R)

ot ) |
exq__(ﬂ«nR) )‘] (/’Lan)
To-To S RO (R)+I(R) R ’

(4 R)J,(1R)-Bi J,(1,R) =0

Esfera:

T-T. :Zz(sm@n R)—nRcosG.R)

ot 2
. F(__(ﬂvnR) )Coiﬂn R77)
To T n=1 ﬂun R _Slr(/’in R)COi ﬂ«n R) R2

(1, R)cod 1, R)+(Bi—1)sin(1,R) =0

También aparecen graficos de Heisler para esas geometrias en
todos los libros de transferencia de calor.

Para cilindro y esfera los numeros de Biot y Fourier se definen
en base al radio:

Bi= hR/k, Fo= at/R>.

En el caso de un cilindro finito de radio R y longitud 2L, la
distribucion adimensional de temperatura se representa como el
producto de dos distribuciones adimensionales: una para placa



infinita de espesor 2L y otra para cilindro infinito de radio R.

T-T. T-T, T-T.,
=( Y (——)
To'Too To'Too 2 To'Too R




Conduccion transiente con resistencia térmica interna
despreciable.

Si la resistencia conductiva interna es mucho menor que la
convectiva externa, lo que implica que el n° de Biot es bajo, se
puede tratar los problemas como si la temperatura interna del
soélido fuera uniforme.

En estos casos no se puede aplicar la ecuacion general del
calor, y se debe recurrir a un balance de energia. Suponiendo
que la temperatura inicial To es mayor que la del ambiente, Too:

Energia que sale + Energia que se acumula=0

Con lo cual:
p CV %: —hA (T (t) - T.)

V es el volumen del cuerpo, y A su area. Por integracion de esta
ecuacion, para los tres soélidos de geometria sencilla, cuyo
volumen y area se conocen, se puede demostrar que:

T _Too e—nBiFo
T, - T,

En que n =1 para placa, 2 para cilindro y 3 para esfera.



