Mecanica de Fluidos

Analisis Diferencial



Analisis Diferencial:

Descripcion y caracterizacion del flujo en funcion de la
descripcion de una particula genérica del flujo.

1. Introduccion

2. Movimiento de una particula = Cinematica
3. Ppio. de Conservacion de la masa

4. Cantidad de Movimiento Lineal 2 F=m a
5. Casos especiales

6. Aplicaciones



1. Introduccion

Descripcion Euleriana

Descripcion y caracterizacion del fluyjo en funcion de la
posicion y el tiempo. Se obtiene informacion del flujo en
téerminos de un punto fijo en el espacio a lo “largo™ del
tiempo (campo).

— —

V=V(z.y, z.1)

Descripcion Lagrangiana

Descripcion y caracterizacion del flujo en funcidn de la
descripcion de una particula generica del flujo. La posicion
de la particula es, en este caso, variable en el tiempo.

((t), y(1), z(1). 1)

— —
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2. Cinematica

Estudio de diferentes aspectos de un fluido en movimiento
(velocidad, aceleracion, etc.) sin analizar las fuerzas necesarias
para originar el movimiento.

Variables descriptivas: - posicion (x,y,z) =2 Campo
- tiempo (t)
>
I'="1T(x,y,zt)
V= V(z y, 2. t) =ulz,y, 2, ) +v(x,y, 2,1)) +-'u_,r(;1:?y?:;?t)ﬁ;

Flujo permanente: Propiedades de un flujo permanecen invariantes
en el tiempo en todos los puntos del espacio =2 (9/9t = 0)

Flujo no-permanente: Al menos una propiedad del flujo varia en el
tiempo.




[Lineas de corriente

Se definen las lineas de corriente como las envolventes de
los vectores velocidad de las particulas fluidas = vector
velocidad es siempre tangente a las lineas de corriente. El
concepto de lineas de corriente permite una representacion
grafica del flujo. S1 el flujo es permanente las lineas de
corriente estaran fijas en el tiempo y coinciden con la
trayectoria de las particulas.

Tubo de corriente v

Superficie formada por un ‘/V‘,/"
conjunto de lineas de corriente

que pasan por el contorno de una
superficie A. Como la velocidad
es tangente a las lineas de

corriente no hay flujo a través del A
manto del tubo de corriente.




Ecuaciones para una linea de corriente

Como la velocidad paralela a un desplazamiento diferencial
de una particula se cumple que

V xdif=0

Para un sistema cartesiano de coordenadas se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

de dy dz
v v w
Ejemplo

El campo de velocidades de un flujo bidimensional viene
dado por V = (V//1)(xi-yj), donde V, y | son constantes.
Determinar las lineas de corriente para (x,y) > 0.



En este caso se cumple:

u=(V,/1)x

V= _(Vo /1 )y
T dy_v_y

dx u X
Integrando

>

Iny=—Inx+cte. ¢

xy=C

Y =Xy

Ecuacion
las lineas
corriente

para

de

2




2.1 Movimiento de una particula elemental

Movimientos esperados en un fluido:

- Traslacion
- Rotacion

- Deformacion lineal

- Deformacion angular

Movimiento Traslacion Deformacion Rotacion Deformacion
general Lineal angular

=» Variaciones de las distintas componentes de la velocidad (u,v,w)
en todas las direcciones = (OV;/0z;) # 0 Vi,



Traslacion

Movimiento mas sencillo a que puede estar sometida una
particula.

B’ C'




Deformacion lineal u+ R 5x

B —» —> B ¢
Componente x de la Sy
deformacion u X “"%5"

O A O gt A

El elemento se deformara si la velocidad de OB es distinta que
la velocidad de AC.

Variacion de volumen:

oV = <%6a:> 0yo0 20t
ox

Por unidad de tiempo y volumen:

1d@oV) .
7 or ey

(Ou/dx)o t] ~ Ju
ot

ox



En todas las direcciones = superposicion =»

1doV) OJu 0Ov Ow =
A v
V ot ox oy o

=>» Divergencia se encuentra asociada a la def. lineal

Cambio de volumen a masa constante implica necesariamente
un cambio en la densidad. Lo anterior indica que para un fluido
incompresible el volumen no puede cambiar =»

V -V = 0 para un flujo incompresible

V -V #£ 0 para un flujo compresible.




Rotacion u+ @3y

Velocidad angular de OA:
5 Yoo
v
Qoa = lim o SX v+£§é8x
5t—0 Ot O ” A

Para angulos pequeios:

8uixdt Qv
tan a &~ oo = 2% ot ot

St or
2 0. Ov
O or
Analogamente
0 ou
Qop = lim —6 = —

0t—0 Ot 8y

dar

Al




Velocidad angular en torno a z:

1 1 /0v Ou
. = —(1 ) — | — — -
z 5 (o4 + QoB) = 5 (03{‘ f);y)
B 1 (() U 0uz>
'u 2 Ox
B 1 (c)u Ov )
e = 2 \0dy 0Oz
->
— 1 —
() = V x V

Un flyjo para el cual el rotor de la velocidad es cero se llama flujo
irrotacional y representa un tipo especial de flujo. La vorticidad
de un flujo se define como:

S5=20=V xV



Deformacion angular u+ @3y 2 5yt
- B Cc

B
Se define como la variacion 5/ B X
temporal del angulo que se | A AIES
forma entre OA y OB. x| v dox 5a
O "u A O
- 1 1 ((% 8u>
ery = —(Qoa—Q — e
zy > (204 — QoB) 2 \az T 3y

En todas las direcciones = Tensor de deformaciones: €

1 (0v; Ov
U9 (0:1:?- T O:I:j)
Diagonal del tensor representa la deformacion lineal:
0v;
ox;

Tensor de deformaciones se relaciona con los esfuerzos de corte.

€i5 =



2.2 Velocidad

Desarrollo de Taylor de primer orden para la velocidad:

J U4

t«"’i-(:fa lt) - I.-’-gf_(iﬁr}s t) + ( -

O] ';1?‘.’,'

Zo

En forma matricial:

wu(T) () Ou/Ox Ou/Oy Ou/Oz Azx

v(T) — v(T,) + | Ov/Ox Ov/dy Ov/oz Ay

w(T) w(T,) Ow/Ox Ow/dy Ow/dz | Az
) ' ) Lo

Matriz de la ecuacion anterior se puede dividir de la sgte forma:

o L o 0 1{du v 1(du  dw
Ou/Odr  Ou/0y Oufdz 2\ 0y dr 2 \ Bz ar
Gy [ s Dy /) - _1l(du _ v 1{dv  dw
v, .rJ.m oy .r_};; Oy .rJ > — ) (f w — Oz 0 2 3z — 5y
Ow/dx Ow/dy Ow/0z 1l (du  dw 1 fdv  dw 0
' ' ' 2\ oz o 2\ oz iy
(AT 1 { du i 1 [ Gu (it
Iz 2 (“;T; T m) 2\ T o
1 A v o | v i
T 2 [“;T; T oz Ty 3\az T oy
1({0u | dw) 1 (v Ow Dy
2 (U: + dr 2 (r’): + H_t,r) BE:



Ecuacion para la velocidad de un solido es un caso particular de la
ecuacion anterior donde solo existe traslacion y rotacion.

—

Ve=Vz +Q x7r



2.3 . Aceleracion

Variacion temporal de la velocidad

d - d -
a=—V(rt) = EV(m,y,z,t}

Regla de la cadena

9V ox +m7' Ay +m7’ Oz +m7'
‘T Or 9t oy ot oz ot ot
—— —— ——
U v w

->

B (m?’ ov oV ) (aﬁ’)
a=|—=—u+—v+ w +

ox dy 0z ot
A ~ S \_\f'-/
aceleracion aceleracion

convectiva local



Aceleracion local: variacion de la velocidad de una particula en la
posicion ocupada por esta. Representa los efectos no permanentes
existentes en el flyjo.

Aceleracion convectiva: variacion de la velocidad de una particula
debido al movimiento de esta.

-V -\ 7
4 . - ,l“l’a—‘1< Lz
u=V,>V,

a%]
1‘”!’1‘!’
L‘F‘F"IF‘F‘FJ
-

-
w



Componentes escalares

v N v N v N v
a,; = — U — — W —_— .
T\ Ty T a2 " ot )

(E)u: i Oow i dw ) N ((‘)u:)
Aoy = | — U — U — W —_—
' Ox dy 0z ot

Forma vectorial

5:8‘7 (V-v) 7

a0
: ) /o D)
Derivada total > e (V - V) ()= o7
La aceleracion es la =
DV
derivada total de la -> a = l()t )
velocidad




Ejemplo

Un fluido incompresible fluye
en forma permanente
alrededor de una esfera de 5
radio a.

Vi

“'Y¥YY¥N

El campo de velocidades sobre la linea de corriente AB viene dado por
V =V, (1+a/x°) 1, donde V, es la velocidad aguas arriba y “lejos” de la
esfera. Determinar la aceleracion de una particula que se mueve por AB.

La velocidad sobre la linea AB solo tiene componente segiin x =

Como el lujo es permanente (0/0t=0) = 3

- (u 5_”j _ _3[\/02 ) 1+(a/x) \} o

a ) (x/a)

|
[p%
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3. Continuidad / Conservacion de la masa

Variacion temporal de la Flujo neto de masa a
masa contenida en el + través de las paredes del — O
volumen diferencial elemento diferencial

Volumen por la masa por
unidad de volumen o
densidad p

0m = p\OV = p - 0,040,

Masa contenida en el
volumen a

om  0Jp
ot ot 020y0



Variacion temporal de la Flujo neto de masa a
masa contenida en el —+ través de las paredes del = O
volumen diferencial elemento diferencial

Flujo neto en direccion x:

opu
géxéyéz

En todas las direcciones:




Considerando todas las direcciones y dividiendo por ¢l volumen =»

Jp Jd(pu) OJ(pv) JI(pw)
. . . _ =0
ot " oxr oy o

dp

Ecuacidn de
+ V. {/ — () A
0 P

Continuidad

Flujo incompresible = densidad constante en el tiempo
en el espacio

V-V=0




Flujo maésico (kg/s) a través de una superficie A:

m:fpv-dff \kg/s]
A

Flujo volumétrico (m?3/s) a través de una superficie A:
Q= /17 - dA [m?/s]
A
Flujo incompresible:

m = /pv dA = p /17 L dA = p Q)
' A

A
Velocidad media: MOV
[pV -dA V
e A m=pQ=pVA

/IS



4. Cantidad de movimiento lineal

* Ecuaciones diferenciales de movimiento para un
fluido:

— Tensor de esfuerzos.

— Desarrollo de las ecuaciones para un fluido newtoniano:
» Relacion Tensor de esfuerzos - Velocidad de deformacion
— Ecuaciones para un fluido incompresible.
— Ecuaciones para un flujo turbulento.
— Aplicaciones:
 Flujo laminar entre dos placas

* Flujo de Couette
 Flujo en un tubo circular

— Fluido 1deal / Ecuaciones de Euler
— Dinamica en coordenadas / Aplicaciones

— Flujo potencial



Tensor de esfuerzos

El Tensor de esfuerzos
es simétrico

Qll

Qi

Ty
Tyy

Ty
Tyy




Suma de las tensiones normales es 1

independiente del sistema > o= —(0,. +0,., +0
. T Y1 zz

coordenado y se define como la 3( JY )

tension volumeétrica

Estatica / Flujo ideal: tensién Orr — O-’_lj’_lj — O~
normal era igual a la presion con > o
signo negativo y no varia con la
direccion

Flujo real: tension volumétrica = 5- _ p
presion termodinamica



Ecuaciones de movimiento / Ecuaciones de Navier--Stokes

8)

(sz+ %Lhz) Oy 0X (Txy %‘--2-) dy 0z

3

l
—
g
>
o
™

o1, & o a1, d8Z\ ~
(Ty+ Br7) dyoz (T, %5 F) syox
_ _ _ —
0Ty oo, oT. DV.
_ Ty vy 2y y
Py T+ —(—— T —(— T — = p
/ ox Oy 0z — Dt
4 00 v 4 E:)TIT'H 4 0Ty D-[T.{
j{'}.{:’" 'S 'S - 'S — ‘}
i Ox vy 0z f Dt

L O, 01y Do DV.
(] - - — - m—0
S N P P oY




Relacion Esfuerzo -- Deformacion

La existencia de esfuerzos de corte

se asocia a deformaciones en el > 2 5' — f( n‘?)
fluido (definicion de fluido) |
Fluido Newtoniano > 2 o+ p:f - 2/“_? + (}\V : I_}) J_f

Ov; i Ov;

Ti;a — L - —

Esfuerzo de corte -=> ij = H )z, | Oy

‘ aV,
Esfuerzo normal -> Oz + P = 2{1€z2 + A ox

)

Tension volumeétrica -> A= —gf“-

invariante



_ _ 2 S\ =
Reemplazando > G = 2uE — ( D+ 5 uv - 1)

[
]

{

componente normal
de la deformacion

2 =\ .
e o— | EVAVARE Vi
Notacion indicial > 7ij = 2pei; (p i 3 PV ) %
Resultado hay que reemplazarlo en las 0 %1655 = Jd %]
ecuaciones de movimiento duy Y Oy
->

AV - dV; (7 ) 2 -
V) = pgi+ —— (2008) — Zuv -V
& ( gt TV H.r-) PO By P T B (‘“Jr FHV )



L [ v, Ov;
Tensor de deformaciones > €ij =S5\ 3. T ..
= wlli g N,
->
oV, o ) oV, 9V ) 2
P ( It +V o .I) Pgi dix; [’“ (U,r:— U U,rj-)] B A, (i”—i_ E’“\T | )

Ecuaciones anteriores = Ec. de movimiento para un fluido newtoniano o
ecuaciones de Navier—Stokes.

Ecuaciones adicionales:

Continuidad > ())f + V- (p V) =0
(

Estado -> f(p? P, T) =0

Propiedades S = pj_.(T? p)

(viscosidad)



Flujo incompresible

Continuidad -> V -

s, av; I aV; [ a fov, avy a oV, I AV, I i rav,
o ; ll dx; '.’;I“"j 1 g il il dy \ Oy il i1z -
OV I OV, I 0%V, I 0 foVy OV, I av,
"l oz T a2 82 ox\ox Dy @ 0
L vV = |
[ 5217 2 q21/
' Tl_r | ! T‘.r | i T‘m TEH
T a2 dy? =2 “ T
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|
1

ot T or Ty Tz

A oAl I AT )

v n v n v n O
e II e | [ I|"|_
ot " oz | oy 0z

— +U— T+ V— + W—

(Uu* A o A
P

Ot da hy 0z

Forma vectorial

>

oV .
(V.
P m‘%( Vv

I Pv 0%
= —— 4+ pgy + |t + + -

)

)

7 % 2 u
= ———+pg.+p | o5+

—
o
!

dp

dr

Jn

dy

2 2

Y
o u
.. 2 !

a2 2

I

a2 Oy

= —Vp+ pg+ ,u.VQf}



Flujo turbulento

Se desarrollaran las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo
turbulento incompresible.

Flujo turbulento: Se caracteriza por un movimiento aleatorio de las
particulas = comportamiento aleatorio de las wvariables del flujo
(velocidad, esfuerzos de corte, etc).

Variables de un flujo turbulento se modelan como la superposicion del
valor medio de la variables mas una fluctuacion en torno al valor
medio. La velocidad queda =»

V=V +V'

Valor medio:

to+1

1
V =— Vix,y, z, t)dt
o IERTEN)
to



El valor medio de la componente fluctuante es cero =2

| to+T
Vo= o /(V—V)dt — V-V=0

to

Otras reglas al promediar:




Las ecuaciones de Navier-Stokes se desarrollan para las medias
temporales de la velocidad, es decir, se saca la media a toda la
ecuacion.

>

Se analiza el efecto de las fluctuaciones de la velocidad en el valor de
la velocidad media.

Componente segun X de las ecuaciones de Naviar-Stokes:

(&)L—;. v IV, v oV, v m.-z,) Ip NP 9V, N 9V, N 92V,
) / o K - /o e — )] ?, g F v
P\l ot "8z " ey " %8z az ' PITTE 82 T 52 T a2

Cada componente de la velocidad se debe reemplazar por el valor
medio mas la fluctuacion. Por ejemplo:

OV, +V))

dr

Vi 0Vefor) = (Vit V) [

oV, __oV! LoV, LovV!
B VARAL TS vanad JNUS v A NS 7o

r T F g
or adr * Or T Or




Realizando todos los reemplazos y promediando la ecuacion se obtiene:

oV, —oV, —av, —dV, Jp OV OV V]
.l'ri'( - : ‘|‘I - ‘|“E.:,.' 7 -I_Ir; - ) — ——‘|‘I.I’J‘ff -|—|H1"L_ ‘E (‘[ -I_It,-' )
ot o Y i)z

+ V)
o Ay )

Promedio de la ecuacion de continuidad =2

ov, oV, IV,
L oY

2 =0
i Ay T i1z
ovi oV . ov?! 0
o iy Oz
Se demuestra que:
I_Fm-* P V) | I_!{ﬂ': _ o(V))? oV))?  o(v2
T i 1Oy s ) My 2
->

DVe _Op o= (0002 O(VIV))  a(ViV])
P Dt r_} + gz + HV Vo frJ( f_J,J T Iy u iz



Comparando la ultima ecuacion con la desarrollada anteriormente se ve
que la existencia de fluctuaciones en la velocidad genera esfuerzos que
afectan la velocidad media del flujo.

Flujo laminar

(iﬂf,. 1_5)1?_.. 1L_m;. 1_.5}1?_..) uer . r:;fij,.+r:;fij,.+r:ﬁr,.
P\ot " " or T Y oy TVag, ) T Top TP THE| 5 iy RS

Flujo turbulento

DV, op VI, (i’“"i VP V) | SV )

— L = —— 4 pg. + + L
Dt A Pz T 1 dr Ay )z

/
Estos nuevos esfuerzos no tienen su origen en la viscosidad del flujo y
se llaman esfuerzos aparentes o esfuerzos de Reynolds. Considerando
todas las direcciones se obtiene un tensor de esfuerzos de Reynolds o
aparente —>



/ ! ! T2 Vahvd TN

Opa 7 vy az (1 :1‘) ! :iz‘I Y ! ;1'1 z

=/ ! ! ) - TIN/ id] 9 TN
— j;ily O";[_y ;_%,Z =—p| VVi (Vy)? V,VI
Tez Tyz Oz Ve VIVy (V2

Esfuerzo de corte:
— !
T=T+T

Ecuaciones de Navier-Stokes =»

DV, _ _19p 10 .
= ——=—F g+t -7 \Tji +7j
Dt I ()*’e Yi P ()"j ( I i “; e_.)

La existencia de fluctuaciones introduce nuevas incognitas en el sistema
de ecuaciones. Se requieren por lo tanto mas ecuaciones para cerrar el
sistema. Los modelos que proporcionan estas ecuaciones se¢ denominan
modelos de cierre.



Determinar el campo de velocidades que
se establece para el flujo permanente e
incompresible entre dos placas paralelas ¢
infinitas.

L

~J




Determinar el campo de velocidades que se
establece para el fluyjo permanente e
incompresible entre dos placas paralelas e
infinitas donde la placa inferior esta fija y la
superior se mueve con una velocidad constante U.
Este tipo de flujo se denomina Flujo de Couette.

El grafico muestra la forma del perfil de

velocidades para varios valores de P. El
caso particular de P=0 corresponde al caso
donde no hay gradiente de presion y el ;
flujo se mueve debido al arrastre causado
por la placa en movimiento. En este caso

el perfil de velocidades es lineal.

AL
U

04 02 0 02 04 06 08 10 12 14



Determinar el campo de velocidades que se
establece en un tubo horizontal de radio R si el
flujo es permanente e incompresible y se mueve
paralelamente al eje z. Este tipo de flujo se
denomina Flujo de Hagen-Poiseuille.
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