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El objetivo de este trabajo es desarrollar las bases para un estudio tedrico y numérico de
la Programacion Dinamica aplicada a ciertos problemas de control éptimo de trayectorias en
Ingenieria Aeroespacial. Nuestro enfoque tiene la ventaja de apuntar hacia la construccion de
controles de lazo cerrado, pero requiere resolver una ecuacién en derivadas parciales de primer
orden, llamada ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Aunque en la préctica esta
técnica fue abandonada por los ingenieros durante mucho tiempo, recientemente ha surgido
un interés creciente en ella, motivado tanto por el aumento considerable en la capacidad de
calculo de los computadores como por ciertos avances en la teoria y aproximacién numérica
de HJB. La idea es utilizar esta herramienta como complemento a los métodos directos
actualmente en uso.

Este trabajo se divide en dos partes. En la Parte I, que consta de 3 capitulos, exponemos
varios resultados generales, algunos relativamente recientes, sobre la Programacion Dinamica
y la ecuaciéon de HJB. Mas especificamente, en el Capitulo 1 formulamos el problema de
control 6ptimo abstracto que se considera en este trabajo, introducimos su funcién valor,
demostramos el Principio de la Programacion Dinamica en este contexto, y mostramos como
en el caso diferenciable la funcion valor resuelve la ecuacion de HJB asociada. A través de
un ejemplo sencillo, ilustramos que la hipotesis de diferenciabilidad es demasiado restricti-
va. En el Capitulo 2 consideramos el caso de una funcién valor continua y desarrollamos, de
manera esencialmente autocontenida, la teoria que permite caracterizarla como la solucion de
viscosidad (en el sentido de Crandall-Lions) de la ecuacién de HJB. Esto se realiza en el con-
texto especifico introducido en el capitulo anterior, sintetizando varios resultados presentes
en la literatura e incluyendo algunos desarrollos originales. En el Capitulo 3 discutimos en
forma genérica una clase de métodos de diferencias finitas para resolver la ecuacion de HJB,
comentando sobre su validez y analizando varias de sus caracteristicas. Mas precisamente,
consideramos un método que consiste en aproximar la derivada de la funcién valor en la
direccion prescrita por la dinamica del problema de control subyacente, lo que da lugar a un
Hamiltoniano decentrado. Para salvaguardar ciertos problemas de implementacion, introduci-
mos una modificacion de este método, llamado método decentrado truncado. Utilizando una
implementacion en MATLAB de este tultimo, resolvemos numéricamente varios problemas
académicos, y comentamos aspectos positivos y desventajas de los resultados obtenidos.



La Parte II agrupa los siguientes dos capitulos de este trabajo. En el Capitulo 4, comen-
zamos por una breve presentacién de los modelos tipicamente utilizados para describir y
optimizar la trayectoria de reentrada atmosférica de una nave o capsula espacial. Motivados
por la dificultad que tiene la aplicacion directa del enfoque de este trabajo a estos proble-
mas, se propone lo que llamamos el Problema Modelo Reducido (PMR), un problema de
dimensién 2 tanto en estado como en control que obtenemos a partir de una perturbacion
uniparamétrica de una modificacién del problema de maximizacién de la latitud final de la
nave. Finalmente, en el Capitulo 5 damos una expresién analitica del Hamiltoniano decentra-
do para el problema PMR, un paso importante pero no suficiente para la aplicacion completa
del método decentrado del Capitulo 3, lo que no se realiza en este trabajo.

Finalmente, presentamos algunas conclusiones y posibles direccién de continuaciéon para
trabajos futuros, incluimos dos apéndices con material adicional (informe de pasantia en
el INRIA-Rocquencourt y cédigos MATLAB), y terminamos con una lista de referencias
bibliograficas.
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Introduccion General

El objetivo de este trabajo de titulo es desarrollar las bases para un estudio tedrico y numérico
de la Programacién Dinamica aplicada a ciertos problemas de optimizacion de trayectorias en
Ingenieria Aeroespacial. Este enfoque tiene el aspecto positivo de apuntar hacia la construc-
cién de controles de lazo cerrado, los cuales son en general més robustos que los controles de
lazo abierto. La desventaja es que requiere la resolucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB), una ecuacién en derivadas parciales de primer orden para la funcién valor
de un problema de control 6ptimo. Si bien esta técnica de tipo indirecto es de gran interés
tedrico, en la préactica fue abandonada por los ingenieros durante mucho tiempo debido a
las dificultades que presenta su implementacion. Estas son esencialmente dos: la hipdtesis de
diferenciabilidad sobre la funcién valor cuando HJB se interpreta en un sentido clésico, y la
discretizacion de una EDP sobre un dominio cuya dimensién coincide con la del espacio de
estado y que por lo tanto puede ser muy grande. Sin embargo, tanto el aumento considerable
en la capacidad de calculo de los computadores como los avances recientes en la teoria y
aproximacion numérica de HJB, han motivado un interés creciente en esta técnica, al menos
como una herramienta complementaria a los métodos directos actualmente en uso y que han
sido desarrollados prioritariamente en los tltimos anos.

Este trabajo se enmarca como la continuaciéon de una pasantia realizada en el INRIA-
Rocquencourt, Francia, durante Enero-Marzo de 2003. El objetivo principal de esa estadia fue
un estudio de factibilidad de la aplicaciéon de métodos numéricos de diferencias finitas basados
en la Programaciéon Dinamica a ciertos problemas “reales” relacionados con la industria
aeroespacial. Para esto se estudiaron varios modelos de este tipo y se obtuvo un modelo
simplificado en dimensién 2. Dichos modelos estaban planteados en horizonte finito de modo
tal que la ecuacion de HJB asociada es de evolucién. Para aproximar correctamente la funcion
valor en un horizonte lejano es preciso considerar la llamada regla del trapecio que implica
considerar una malla de una gran cantidad de puntos lo que hace que este método sea
costoso desde el punto de vista computacional para horizontes grandes. Por otro lado, dichos
problemas tienen una contraparte en horizonte infinito con una ecuacién de HJB con el
mismo Hamiltoniano pero ahora estacionaria, es decir, sin dependencia del tiempo. Con esta
motivacién, en esta memoria pasamos a estudiar numéricamente problemas de horizonte
infinito.

De esta manera, el trabajo se organiza como sigue. En la parte I se realiza una revision
de la teoria de soluciones de viscosidad para ecuaciones de HJB y métodos numéricos para



INTRODUCCION GENERAL

aproximar sus soluciones. En el capitulo 1 se introduce el tipo de problemas a estudiar y se
muestra el Principio de la Programacion Dindmica. También motivamos la introduccién de
la ecuacion de HJB al probar que si v es una funcién diferenciable entonces satisface dicha
ecuacion. En el capitulo 2 recordamos que en general solo se puede probar que v es continua
e introducimos la nocién de solucion de viscosidad para la ecuacién de HJB, para distintas
clases de problemas. Revisamos ademas resultados de unicidad de soluciones y resultados
asegurando la continuidad de la funcién valor. En el capitulo 3 se realiza una revision de los
métodos de diferencias finitas para aproximar la funciéon valor. Primero motivamos la impor-
tancia de una correcta aproximacién del gradiente de la funciéon valor que tome en cuenta
su no diferenciabilidad. Luego introducimos, de manera genérica, los métodos de diferencias
finitas y escribimos caracteristicas necesarias para darle validez a los métodos, a saber exis-
tencia de soluciones y convergencia a la funcién valor. Luego damos consideraciones para el
desarrollo e implementacién de algoritmos usando dichos métodos. Finalmente introducimos
los métodos decentrados y realizamos algunas pruebas numéricas en dimension 1y 2.

La Parte II agrupa los siguientes dos capitulos de este trabajo. En el Capitulo 4, comen-
zamos por una breve presentaciéon de los modelos tipicamente utilizados para describir y
optimizar la trayectoria de reentrada atmosférica de una nave o capsula espacial. Motivados
por la dificultad que tiene la aplicacion directa del enfoque de este trabajo a estos proble-
mas, se propone lo que llamamos el Problema Modelo Reducido (PMR), un problema de
dimensién 2 tanto en estado como en control que obtenemos a partir de una perturbacion
uniparamétrica de una modificacién del problema de maximizacién de la latitud final de la
nave. Finalmente, en el Capitulo 5 damos una expresién analitica del Hamiltoniano decentra-
do para el problema PMR, un paso importante pero no suficiente para la aplicacion completa
del método decentrado del Capitulo 3, lo que no se realiza en este trabajo.

Finalmente, presentamos algunas conclusiones y posibles direccién de continuaciéon para
trabajos futuros, incluimos un apéndice con material adicional (informe de pasantia en el
INRIA-Rocquencourt) , y terminamos con una lista de referencias bibliograficas. Los codigos
usados en este trabajo fueron desarrollados en MATLAB y se encuentran disponibles en
http://www.dim.uchile.cl/~jaliste/hjb/.



Parte 1

La ecuacion HJB: soluciones de
viscosidad y métodos numéricos



Capitulo 1

Marco teorico

En este capitulo describimos en forma general la clase de problemas de control éptimo que
abordamos en este trabajo. El esquema es el siguiente:

Comenzamos la secciéon 1.1 introduciendo algo de notaciéon y de terminologia, precisan-
do las hipétesis basicas de este trabajo, las cuales serdan asumidas durante durante todo el
texto. Luego de introducir la funcién valor asociada a un problema de control éptimo, con-
sideramos el caso particular de los problemas de tiempo minimo, una subclase importante
de los problemas que trataremos, y describimos un ejemplo concreto dentro de esta subclase
que servirda posteriormente para ilustrar varios aspectos de este trabajo. En la seccion 1.2
enunciamos y demostramos una version del principio de la programaciéon dinamica especifica
para la clase de problemas en estudio. Partiendo de este principio, y siguiendo argumentos
clasicos, en la seccién 1.3 demostramos que en los puntos donde la funcién valor es difer-
enciable, ésta satisface una ecuacién en derivadas parciales conocida como la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman. Luego, damos un ejemplo sencillo (aparentemente inédito) que
ilustra esta propiedad y que al mismo tiempo muestra que no es posible esperar que la fun-
cién valor sea diferenciable en todo punto. Para este ejemplo en particular, en el apéndice
calculamos el tiempo de llegada al destino para controles que intuitivamente son 6ptimos.
Finalmente, asumiendo que v es diferenciable, en la seccién 1.4 establecemos condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad que permiten obtener el control 6ptimo a partir del
gradiente de la funcién valor. Incluimos ademés un apéndice en el cual demostramos algunos
lemas elementales que son ttiles en el capitulo.

1.1 Problema de control 6ptimo

1.1.1 Notaciones, definiciones e hipotesis basicas

Consideramos un sistema donde la evolucién del estado estd gobernada por la ecuacién
diferencial ordinaria autéonoma siguiente:



CAPITULO 1. MARCO TEORICO

{y(t) = f(y(t),a(t)) ct.p.t>0, (S)

y(0) = =,

donde el vector z € RY es el estado inicial, la funcién f: RY x R™ — RY es la dindmica y
a = «aft) es el control, el cual se escoge dentro del llamado espacio de controles A definido
por

A={a:[0,00) = R™ | @ es medible y a(t) € A c.t.p. t > 0}, (1.1.1)

donde A C R™ es no vacio y compacto. Supondremos que f es continua en todas sus variables
y, mds auin, existe Ly > 0 tal que

|f(x,a) — f(y,a)] < Lslx —y|, Va,y € RN, a € A, (1.1.2)

es decir, f(-,a) es uniformemente Lipschitz con respecto a a € A. Segun sea necesario,
denotaremos y(t) por y,..(t) o y.(t) para enfatizar la dependencia de la trayectoria en el
control « y/o en el estado inicial z.

Observacion 1.1.1. La solucién de () se interpreta como una funcién absolutamente continua
y:10,T7) — RN con 0 < T < 400 que satisface

y(t) =z + / £(u(s), als))ds,

para todo t € [0,7"). Bajo las hipdtesis hechas sobre la dindmica y el espacio de controles, se
puede probar que (S) tiene una tnica solucién (en este sentido) maximal.

Bajo este marco, la primera pregunta interesante consiste en determinar, dado un estado
inicial fijo z € RY, si existe un control « tal que la trayectoria del sistema alcance un estado
final que satisfaga ciertas condiciones fijas a priori. Este es el problema de controlabilidad.
Podemos modelar lo anterior considerando un conjunto 7 C RY que llamaremos destino y
para cada control a € A definimos

ty(a) :=mf{t >0 | y,a(t) € T},

que corresponde al primer instante en que la trayectoria del sistema controlado por « alcanza
el conjunto destino. Si y, o(t) ¢ 7 para todo ¢t > 0 usamos la convencién usual y decimos que
t.(a) = 400. El problema de controlabilidad consiste entonces en caracterizar el conjunto

R :={r € RYF3a € A, t,(a) < +oo}.

Otro problema interesante consiste en considerar que para llegar al destino debemos pagar,
en cada instante, un costo que depende del estado y controles actuales del sistema. Cuando
el sistema alcanza el destino, digamos en un punto y, detenemos su evoluciéon y pagamos un
costo que depende de y. Nuestro objetivo entonces es encontrar un control que minimice el
costo total pagado. Formalmente, a cada estado inicial z y control o € A asociamos

8



CAPITULO 1. MARCO TEORICO

ta(a)
/0 C(Yz.a(s), afs))e ™ ds + e*Atz(o‘)g(yx,a(tx(a))) si t, () < 400,
J(z,a) == (1.1.3)

/000 C(Yr.a(8), afs))e ds si t, () = 400,

donde ¢ es el costo instantdneo, g es el costo final y X > 0 es la tasa de descuento'. J
se denomina criterio o funcional de costo. Nuestro problema entonces consiste en encontrar
ol € A tal que

J(z,0;) = inf{J(z,a)|la € A}. (P,)

Si af € A es solucién de (P,) diremos que es un control dptimo para x.

Para estudiar este problema, supondremos que 7 es cerrado y que 07 es compacto.
Supondremos ademés que ¢ : RY x R™ — R es continua, acotada y Lipschitz en estado
uniformemente con respecto a los controles, es decir, existen M, L, > 0 tales que

(U(x,a) — L(y,a)| < Lylxr —y| Yo,y € RY,Va € A, (1.1.4)

1 </l(x,a) <M, Vz,yc R VacA. (1.1.5)
Por tltimo, supondremos que? g : 7 — R también es continua y que g > 0.

Observacidn 1.1.2. Si T = () entonces t, () = +o00 y luego J(z, ) = [;° U(ya,a(s), (s))e ds.
Notemos ademas que en este caso, las hipdtesis sobre 7 son trivialmente satlsfechas y que g
no interviene en el problema.

Observacion 1.1.3. La hipdtesis £ > 1 no es més restrictiva que pedir que ¢ sea acotada
inferiormente. En efecto si ¢ := inf¢ € (—oo,1) entonces ¢ := ¢ — ¢ + 1 satisface £ > 1
y el problema de control usando ( yg:=g9g+ % es equivalente al problema original en
el sentido que poseen las mismas soluciones 6ptimas. Similarmente, basta con que g sea
acotada inferiormente para que g := g — inf g satisfaga g > 0, y los problemas respectivos

son equivalentes.

1.1.2 La funcion valor
Definamos la funcién valor v : RY — R como
v(x) = mf{J(z,a) | a € A}. (1.1.6)

En la seccién 1.4 veremos ,bajo hipotesis restrictivas sobre v, como obtener condiciones
necesarias y/o suficientes para que un control @ € A sea un control 6ptimo para zx, las

lamada asf por su interpretacién econémica
2en el caso que 7 # ()
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cuales para ser aplicadas necesitan que uno conozca v. Nos interesara entonces conocer la
funcién valor. Notemos que el calculo directo de la funcién valor en un tnico punto requiere
de la construcciéon de una sucesiéon minimizante de controles, lo que resulta més o menos
equivalente a construir un control éptimo dicho punto. Necesitamos entonces calcular v de
una manera indirecta, en particular, nos gustaria caracterizar v como la tnica solucién de
algtin problema(a definir).

Otra funciéon que sera util estudiar y que esté relacionada a una amplia clase de problemas
corresponde a T : RN — R que definimos como

T(x):=inf{t,(a) | a € A}, (1.1.7)

y la cual llamaremos tiempo minimo. Es facil observar que T corresponde a la funcién valor
cuando / =1, g =0y A = 0. Luego los problemas de tiempo minimo, es decir, los problemas
donde buscamos un control o € A tal que a* = T'(z), pertenecen a la clase de problemas en
estudio. Notemos que el conjunto alcanzable puede ser descrito como

R={zcR" :T(z) < +oo}. (1.1.8)

1.1.3 Ejemplo basico: el carro-cohete

Presentamos a continuacion uno de los ejemplos clasicos en la teoria de control éptimo, a
saber el problema del carro-cohete. Este ejemplo es lo suficientemente simple como para
obtener una férmula explicita para T. En particular, para este ejemplo seremos capaces de
calcular de forma exacta el error cometido por el algoritmo estudiado en el capitulo 3 y
ademas posee ciertas caracteristicas que impondran dificultades al algoritmo para obtener
una buena aproximaciéon de T'.

Consideremos un carro de masa 1[K g] que puede moverse solamente en la direccién OX.
Para acelerar, el carro posee dos cohetes, cada uno con una fuerza méxima de 1[N}, dispuestos
de manera que uno lo impulsa hacia la izquierda y el otro lo impulsa hacia la derecha, como
se aprecia en la figura 1.1.

Figura 1.1: El carro-cohete

Nuestro problema es determinar, partiendo de un estado inicial x, la combinacion de uso
de cohetes que permita alcanzar, en el menor tiempo posible, el origen quedando en reposo.
Usando la segunda ley de Newton y despreciando otras fuerzas (como por ejemplo las de

10



CAPITULO 1. MARCO TEORICO

roce), la ecuacién de movimiento para el carro se escribe

(1) = (g 3) y(t) + (‘f) alt), >0 o)

y(0) =x

donde y(t) € R? y a(t) € [-1, 1]. Consideramos ademéas 7 = {(0,0)} A =0,/=1y g=0.
Es bien sabido que el tiempo minimo esta dado por

/1.2 __1

() = To + 24/ 575 + 71, T > Szalra]’
_ /1.2 __1

To + 24/ 525 — w1, 21 < Swalial’

Ver [BaCa97, Ejemplo IV.2.7] para una demostracién usando el enfoque desarrollado en este
trabajo o [MaSt82] para una demostracién mas clésica usando el Teorema de Bang-Bang.

1.2 El principio de la programacién dinamica

Comenzamos ahora el estudio de la funcién valor v definida por (1.1.6). El primer paso de este
estudio consiste en escribir una férmula implicita para v, la cual nos permitira posteriormente
derivar una ecuacion diferencial y, mediante la definiciéon de nociones apropiadas de solucion,
caracterizar v como la tnica solucién de dicha ecuacion. En este trabajo se presentan solo
los resultados esenciales para la completitud del texto. Las referencias clasicas al respecto
son:[Bell03, BaCa97, Barl94].

El estudio y andlisis de v se basa en una idea intuitiva, pero bastante poderosa, que se
conoce generalmente como el Principio de la Programacion Dinamica, término acunado por
Richard Bellman, el cual puede ser enunciado como sigue *:

“Una estrategia optima tiene la propiedad de que sea cual sea el estado y la
decision iniciales, las decisiones posteriores deben constituir una estrategia éptima
con respecto al estado resultante de la primera decision”.

La cita anterior corresponde mas bien a sistemas a tiempo discreto a los cuales Bellman
aplicé por primera vez la teoria. Para nuestro problema, podemos enunciar el siguiente re-
sultado:

Proposicién 1.2.1 (Principio de la Programacién Dindmica). Para todo t > 0 se tiene

tAtz ()
v(xz) = inf / Uy, a)e M ds
0

acA

+ Xfr<ta () V(Y (t, @))e ™ + X{tzma)}g(ym(tx(a)))eM“”(O‘)} (1.2.1)

3Citado de Richard Bellman. Traducido por el autor

11
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donde © ANy = min{z,y} y

1 sibe B
b) — ’
Xa () {0 sibd B.

Demostracion. El siguiente argumento es una adaptacion directa de las demostraciones del
Teorema 3.3 en [Bonn03] y de la Proposicién I11.2.5 en [BaCa97]. Denotemos* por w(x) al
lado derecho de (1.2.1) y por w(z,a) a la expresion dentro del infimo. Tomemos a € A
cualquiera. Si t > t,(«) reescribimos w(x, a) como

ta(a)
w(z,a) = /0 (Y, @)e2ds 4 (Yo (ta(a))e M@ = J(z, ). (1.2.2)

Por otro lado, si t < t,(«) entonces tenemos

t to ()
J(z,0) = / U(Ya, a)e N ds+ / (Y, )€ ds+ X (1, (@) < 400} 9 (Y (2 (@) ) e, (1.2.3)
0 t

y definiendo z = y, o(t) y @ = (- +t), escribimos (1.2.3) como

t. ()
J(x,a) =1, +e™ ( / U(ys, @)e ds + X{tz(a)<+oo}g(yz(tz(a)>)€_/\t2(a)>
0

- ]1 + J(y%a(t),@)e_’\t,

(1.2.4)

donde I; es la primera integral en (1.2.3). De (1.2.4) obtenemos, para todo a € A tal que
t<t.(a),
J(5,0) > I + o(ga(t))e™ = wiz,a)

lo que junto con (1.2.2) nos permite concluir que, para todo a € A se tiene
J(x, ) > w(z,a),
y por lo tanto, tomando infimo sobre a € A obtenemos
v(x) > w(x).
Para probar la otra desigualdad, si « es tal que t > ¢,(a)) obtenemos de (1.2.2) que
v(x) < w(x, ).

Por otro lado, si t < t,(«), consideremos £ > 0 y elijamos @ tal que

J(z,a) <wv(z) +e.

4Adoptamos esta notacién solo para efectos de esta demostracién.

12
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Al definir

B(s) = a(s) si s <t,
al(s+t) sis>t,
obtenemos de (1.2.4) que
v(z) < J(x,B) =L+ J(z,a)e ™ < I +v(z)e M +ee ™ = w(x,a) +ee M.
Pero como ¢ es arbitrario, tomando ¢ — 0" tenemos que

v(z) < w(x, ).

Ahora bien, hemos probado que para todo a € A se tiene esta ultima desigualdad. Asi,

tomando infimo sobre o € A se concluye
v(z) < w(z),

lo que finaliza la demostracion. O

1.3 La ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

Supongamos ahora que v es diferenciable en un punto z € 7¢=RN\ 7. Sea 0 <t < T(z) y
multipliquemos (1.2.1) por e* y luego restemos v(z) para obtener

(eM —1)w(z) = inf {/0 ((ya(s), (s)eM = ds + v(y,(t)) — U(a:)} : (1.3.1)

acA

Usando el lema 1.5.4(ver apéndice) obtenemos

acA

(eM —1)v(z) = inf {/0 Uz, a(8))eM ™ ds + v(y, (1)) — v(z) + o(t)} , (1.3.2)

donde o(t) no depende de a € A. Por otro lado, gracias a la diferenciabilidad de v en z y a
la continuidad de ¥, tenemos

v(Ya(t)) = v(z) + Vo(z) - (12(t) — 2) + o(ya(t) — ), (1.3.3)
y usando el lema 1.5.3 concluimos que
v(Y=(t)) = v(x) + Vo(z) - (42(t) — 2) + o(t), (1.3.4)

donde nuevamente o(t) es independiente de o € A. Usando esta 1ltima ecuacion, reescribimos
(1.3.2) como

(eM —1)w(z) = inf {/o 0z, a(s))eM 9 ds + Vu(x) - (y(t) — x)} + o(t), (1.3.5)

acA

13
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y como ¥, es solucién de (S)(ver observacién 1.1.1)

(eM —1)v(z) = inf [ [((z, a(s))eM ) £ Vo(z) - fya(s), a(s))] ds + o(t). (1.3.6)

Usando nuevamente el lema 1.5.4 obtenemos

(M —1w(z) = 01423/0 [(x, ()™ + V() - f(z,a(s))] ds + oft). (1.3.7)

A continuacién sumamos y restamos ¢(z, a(s)) dentro de la integral para obtener

(eM=1)v(z) = éreli{/o l(z,a) + Vo(z) - f(z,a(s))] ds +/0 0z, as)) (M%) — 1)ds}—|—0(t).
(1.3.8)
Pero

t —1(,A
/(e’\(ts)—l)ds: A —At—1), A>0,
0 0, A =0,

y como / es acotado, recordando que e* = 1+ A\t + o(t), concluimos que la segunda integral
en (1.3.8) es o(t) (uniforme con respecto a o € A). Ademas afirmamos que

acA acA

t t
inf / 0z, ) + Vo(z) - f(z,a(s))] ds = / nf {0(x, a) + Vo(z) - f(z,a)}ds.  (1.3.9)
0 0
De esta manera, al dividir por ¢ y hacer ¢t — 0 se obtiene que

Av(z) + sup{—¥(z,a) — f(z,a) - Vov(x)} = 0.

acA

Probemos ahora (1.3.9). En efecto, la desigualdad “>" es directa. Para la otra desigualdad,
dado € > 0 elegimos a. € A tal que

irelg{f(x, a) + Vo(z) - f(xz,a)} > l(z,a.) + Vou(z) - f(x,a.) —e.

Integrando entre 0 y t esta ultima desigualdad obtenemos

igg{f(l', a)+ Vou(z) - f(x,a)}t > /0 {l(z,a:) + Vv(x) - f(z,a.)}ds — et

acA

> inf {/Ot{z(x,a) + V() - f(x,a)}ds} et

Finalmente como ¢ es arbitrario y ¢ es fijo concluimos la desigualdad faltante. Hemos probado
asi el siguiente resultado:

Proposicion 1.3.1. Si v es diferenciable en un punto v € T€, entonces se tiene que

M (z) 4+ sup{—{(z,a) — f(z,a) - Vo(z)} = 0. (1.3.10)

acA
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Si pudiésemos probar a priori que v es diferenciable para todo = en el abierto €2 := 7°¢,
entonces tendria sentido estudiar las soluciones de la ecuacion

Au(z) +sup{—Ll(z,a) — f(z,a) - Vu(x)} =0, =z €. (HJB)

a€A

M4s atin, nos gustarfa tener resultados de unicidad de soluciones para (H.JB)°, pues ten-
driamos un método general para calcular v, provisto que podamos resolver, al menos numeéri-
camente, (HJB).

La ecuacién (HJB) pertenece a la clase més general de ecuaciones de Hamilton-Jacobi,
las cuales se escriben como

Mu(z) + H(z, Vu(z)) =0, z €. (HJ)

donde la funcién H se conoce como Hamiltoniano®.

En nuestro caso, (HJB) corresponde a (HJ) si definimos el Hamiltoniano H : RN xRN —
R mediante

H(z,p) =sup{—{(z,a) — f(x,a) - p}, (1.3.11)

acA
y la denominamos ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman en honor a Richard Bellman. Es
facil observar que H definido por (1.3.11) es una funcién convexa’ con respecto a p.
Lamentablemente, existen muchas aplicaciones en las cuales la funcion valor no es difer-
enciable sino solo continua® como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.2. Consideremos una particula que se desplaza en el plano (z1,73) pero que
estd restringida a moverse con velocidad a = (ay, az) con |a;| = |ag| = 1 (es decir, solo puede
moverse en forma diagonal). El objetivo consiste en encontrar un control a que minimice el
tiempo necesario para alcanzar el origen del plano, que llamamos control de tiempo minimo
a cero. La ecuacién de movimiento de la particula es:

g@t) = a(t),  y(0) == (1.3.12)

donde a(t) € A, con A = {(1,1),(1,—1),(—1,1),(—1,—1)}. Al ser un problema de tiempo
minimo consideramos A =0, (=1,7 = {0} y g =0.
El Hamiltoniano para este problema (ver (1.3.11)) se escribe:

H(z,p) = SUP{_l —a1p1 — G2P2}
acA (1.3.13)

= —1 4+ max{p + p2,p1 — P2,p2 —P1, —P2—P1} = =1+ [pl

y luego la ecuacién (H.JB) para T es

5La diferenciabilidad de v nos asegura la existencia.

6Estas ecuaciones aparecen frecuentemente en fisica, ver por ejemplo [Arno81]

“El supremo de funciones convexas es una funcién convexa

8De hecho, existen aplicaciones a otras 4reas, como juegos dindmicos, o problemas de control con restric-
ciones de estado mal comportadas, donde la funcién valor no es siquiera continua
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—1+4 |Vu(z), =0, = 0. (1.3.14)

Resulta intuitivo que el tiempo minimo es:
T(x) = |2|so, (1.3.15)

En efecto, en la secciéon 1.5.2 construimos controles para cada x cuyo tiempo de llegada al
origen es precisamente |z|... Si bien se puede demostrar de forma directa que los controles cal-
culados en la seccién 1.5.2 son 6ptimos, dejaremos para el préoximo capitulo la demostracion,
indirecta de este hecho, utilizando el enfoque de la programacién dindmica(ver ejemplo 2.1.6).
En términos que ya definiremos, probaremos que |z| es una solucién de viscosidad de (1.3.14)
y satisface la condicién de borde v(0) = 0. Luego, usaremos un resultado de unicidad para
concluir que |z|o y T(x) son iguales.
Es fécil verificar que T es diferenciable en R? \ C' donde

C:={z€R?||z| = |2l} (1.3.16)

tal como se observa en la figura 1.3.2.

Figura 1.2: Tiempo minimo para el ejemplo 1.3.2

Ademas tenemos que

(sgn(z1),0) si|ay| > |2y,

VT(z) = (0,sen(z2)) st 71| < |aa)-

para todo = € C, lo que implica que
VT (z)]; =1,

es decir, T' es solucién de (1.3.14) en R?\ C.

16
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N

Debido a la eventual falta de diferenciabilidad de v, deberemos interpretar (H.JB) en
algin sentido débil, el cual deberd admitir soluciones con la misma regularidad que v. Por
ejemplo, bajo ciertas hipétesis v es una funcién Lipschitz (ver, por ejemplo, la Proposicién
2.4.1), y en virtud del teorema de Rademacher, v es diferenciable c.t.p., en cuyo caso es
solucién de (HJB) en el sentido generalizado®. Este tiltimo enfoque tiene dos inconvenientes
principales: las hipdtesis sobre el problema para que v sea Lipschitz atin son algo restrictivas
y, en general, cuando una ecuacién del tipo (HJ) tiene soluciones generalizadas, hay una
infinidad de éstas.

Ejemplo 1.3.3. Consideremos el problema en dimensién 1 con los siguientes datos
f(x,a)=a, (=1, T ={0},
A=[-1,1], =0.
obtenemos la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
1— | (z)| =0, z #0. (1.3.17)

Sean > 0y u, como en la figura 1.3.3. Es facil verificar que u,, es Lipschitz y que |u! (z)| =1
c.t.p. en x, luego u, es solucién generalizada de (1.3.17), y como todas las u, son distintas,
existen infinitas soluciones generalizadas de (1.3.17). <

1.4 Sintesis del control 6ptimo a partir de la funcion
valor

A continuacién establecemos una condicién de optimalidad a partir de la funcién valor.
Nos contentamos aqui con hacer el desarrollo suponiendo que v es diferenciable aunque las
condiciones que veremos pueden ser extendidas al caso en que v no es diferenciable pero si
es continua(ver [BaCa97, I11.2.5]).

Partamos observando que la funcion

tAtz ()
h(t) = / (s @) ds + Xgrera (@) 0 (Yo (8)e ™+ Xezta (9 (¥ (to (@) )
0

es constante para todo ¢ > 0 si y solo si (a,y,) es un par control-trayectoria éptimos para
la posicién inicial z. En efecto, si (o, y,) es un par éptimo, del Principio de la Programacién
Dindmica (1.2.1) tenemos

h(t) = v(x), 0<t

9Un funcién resuelve una ecuacién diferencial en el sentido generalizado cuando la ecuacién se satisface
en todos los puntos donde la funcién es diferenciable, mientras que el conjunto de los puntos donde no lo es
tiene medida nula.

17



CAPITULO 1. MARCO TEORICO
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Figura 1.3: La ecuacion |v'| = 1 tiene infinitas soluciones generalizadas
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lo que muestra que h es constante. En cambio, si h es constante, es facil verificar que h(0) =
v(x) y quesit > t,(a) entonces h(t) = J(z,a). En el caso que t,(a) = 400 se puede verificar
que limy_, h(t) = J(x, @), y de esta forma v(z) = J(x, ), es decir, a es un control éptimo
para x.

Como estamos asumiendo que v es diferenciable, entonces h es absolutamente continua y
por lo tanto h = 0, lo que se puede reescribir para t < T(x) como

e Mw(y* (1) = Fy (1), a” (1)) - Vo(y™ (1) — €y (t), " (1)) = 0.

Usando que v es solucién de (H.JB) (ver proposicién.1.3.1) concluimos que a* es éptimo
para el estado inicial x si y solo si

a*(t) = S(y*(t)) ctp.t>0 (1.4.1)
para cualquier eleccién de S(z) tal que

S(z) € argmax{—f(z,a) - Vv(z) — l(z,a)} (1.4.2)

a€A

De esta manera obtenemos un método para encontrar un control y trayectoria 6ptimas para
cada posicién inicial x. El primer paso es encontrar una funcién S : RN — A con la propiedad
(1.4.2), lo que equivale, si v es conocido, a resolver un problema de programacién (no lineal)
de dimensién finita. El siguiente paso es resolver la ecuacion

) = .S t>0,
y(0) = =.
Una solucion y*(t) para esta ecuacién genera el control a*(t) = S(y*(t)) que es éptimo para
la posicién inicial z.

Una de las mayores ventajas del método anterior es que S nos permite calcular el control
éptimo para cualquier estado inicial, en forma retroalimentada!® o de ciclo cerrado, que tiene
la significacion de poder observar en todo momento la posicién del sistema. Supongamos por
otro lado que tenemos el control éptimo «q para una condicién inicial zq fija. Si perturbamos
ligeramente la condicion inicial a ¥y = xg + € entonces ay no es necesariamente 6ptimo
y mas aun, puede ser que el sistema no alcance el conjunto destino partiendo de xy. En
cambio, un control éptimo construido via S necesariamente toma en cuenta estas pequenas
perturbaciones en el estado en cada instante. En términos practicos, bajo el esquema de ciclo
cerrado, el control 6ptimo siempre esta siendo recalculado. Por esta razén, se dice que los
controles construidos via S son robustos. Esta es una propiedad muy deseable debido a que en
la practica hay errores de modelamiento y de medicién ineludibles los que son neutralizados
con el uso de este tipo de controles.

10En inglés, feedback.
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1.5 Apéndice

1.5.1 Lemas basicos

En esta seccion escribimos y demostramos algunos lemas basicos que son necesarios en el
capitulo.

Lema 1.5.1. Sea f : [0,t)] — R una funcion continua. Entonces

g%t/f 1(0)

Demostracion. Sea t € [0, 1], entonces

I%/Otf(S)ds— |—|—/ f(s (0)ds| < - /!f 0)|ds. (1.5.1)

Sea € > 0 y por la continuidad de f en 0 elegimos § > 0 tal que |f(s) — f(0)] < e sis <.
De esta forma obtenemos

/ F(s) = £(0)]ds < . (1.5.2)
lo que implica que el limite en estudio existe y es igual a f(0). O

A continuacién consideraremos una dindmica f : RY x A — RY, donde f y A satisfacen
las mismas hipdtesis que en la seccién 1.1 y A esta dado por (1.1.1). y, o denota como siempre
la solucion de la ecuacion

%Jﬂ=w+lf@mﬁhﬂﬁw& (15.3)

A continuacién demostramos algunas estimaciones bésicas sobre y; 4.

Lema 1.5.2. f es localmente uniformemente acotada con respecto a los controles , es decir,
para cada R > 0 existe C' > 0(independiente de a € A) tal que

|f(z,a)] <C,  Vax€B(0,R),ac A
Lema 1.5.3. Sea y. o(t) la solucion de (1.5.3). Entonces existe C > 0 y ty > 0 tal que
Yaa(t) — 2| < Ct, Yt € [0,to].

Demostracion. En efecto, de (1.5.3) tenemos

oa(t) ﬂ</U%u (s))]ds. (15.4)

luego como y, . es continua, dado R > |z| existe tg > 0 tal que |y, ()] < R > 0sit <t
Finalmente del lema anterior, concluimos que existe C' > 0 tal que

[f(Yzals), als))| <C, €0, 1].

Insertando esta tltima estimacion en (1.5.4) obtenemos la desigualdad buscada. O
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Lema 1.5.4. Sea y,(t) la solucién de (1.5.3). Sea l : RN x RM — A y suponga que eziste
L >0 tal que
ll(x,a) —I(y,a)] < Llz —y|, Vz,y e RV,Vaec A (1.5.5)

Entonces existe C' > 0 y ty > 0 tales que

/0 (UYzal(s), a(s)) —l(z,a(s)))ds < Ct, YV te€[0,t),a € A

Demostracion. En efecto, usando (1.5.5) obtenemos

| (s 09) = 1 ate))e s < [ Liyaa(s) = aleas.

Aplicando el lema 1.5.3, existen C' > 0 y to > 0 tales que

t ! CL
/ Llye.a(s) — zle™"*ds < CL/ sds < 7152.
0 0

Juntando estas dos desigualdades se concluye el resultado. O]

Corolario 1.5.5. Fxisten C' > 0 y ty > 0 tales que
t
Yra(t) — 2 — / f(z,a(s))ds < Ct?, vVt e 0,1t
0

1.5.2 Desarrollo del ejemplo 1.3.2

En el ejemplo 1.3.2 mencionamos que T'(x) = |z|«. El propésito de este apéndice es probar,
de manera constructiva, que existe un control a* € A para el cual

te (") = |7|s0-

En el ejemplo 2.1.6 demostraremos que t,(a*) es una solucién de viscosidad de la ecuacién
asociada y, en virtud de los resultados de unicidad que seran tratados, t,(a*) = T(z) y por
lo tanto a* es un control éptimo.

Consideremos C' dado por (1.3.16) y z ¢ C, y definamos a(x) = —(sgn(zy),sgn(xq)).
Probaremos que el control constante & = a(x) nos permite alcanzar C' en un tiempo finito
y calcularemos dicho tiempo. Denotamos y = y, . La condicién y(t) € C se puede escribir,
usando la dindmica y (1.3.16) como

[y (O] = [y2()] & |21 — sgn(z1)t] = |22 — sgn(22)t]
o equivalentemente,

x1 — xoh = (sgn(xy) — sgn(xe)h)t (1.5.6)
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CAPITULO 1. MARCO TEORICO

donde |h| = 1. Notemos que necesariamente h = —% pues si h fuera igual a Ziﬁg;g

tendriamos x1 — xoh = 0 lo que contradice el hecho que x € C'. Asi reemplazando el valor de
h en (1.5.6) obtenemos la solucién

oy po58000) 1 L,
O e R 0

Calculemos ahora el punto donde la trayectoria alcanza C'. Tenemos

2= n(t7) = a1 = gsgu(@) (o] +aal), 22 = () = 22 — o sgn(as)(Joa| + |22)),

lo que nos da
sgn(z1) sgn(z)
2 2
Al partir z = (21, 22) usando el control 3 = a(z) alcanzamos el origen en el instante ¢ =
|21| = |z2]. Por lo tanto, usando el control

alx sit<t*
a:{u

a(z) sit>t*

2] = (|z1] = |2]), 29 = (|wa| = |21]).

obtenemos

sgn(z1)
2

1 1
te(a) = |z1| + 5(’331\ + [22]) (Jz1] = |z2])| + §(|$’1’ + |22|)

1 1
= §||$1| - |$2|\ + §(|$1| + |z2])

(1.5.8)
_ {|x1| si |21] > ||

[zo| si|z1] < |2

= |7|co-

Finalmente, observemos que si z € C' entonces t,() = |2|x.
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Capitulo 2

Soluciones de viscosidad de HJB

En el capitulo anterior demostramos que la funcién valor satisface, en los puntos donde
es diferenciable, la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (H.JB). Ademads, dimos un ejem-
plo sencillo, para el cual la funcién valor resulta no diferenciable. En este capitulo, sigu-
iendo el trabajo de Crandall y Lions [CrLi83|, introducimos una nueva nocién de solucién
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi para funciones continuas. Estas nuevas soluciones son
llamadas de viscosidad. Partimos introduciendo las soluciones de viscosidad y enunciamos
propiedades basicas de consistencia con respecto a soluciones clasicas y generalizadas de HJ.
Luego enunciamos varios teoremas de Comparacién, que son, sin duda, unos de los resul-
tados fundamentales de la teoria, pues permiten, entre otras cosas, obtener la unicidad de
soluciones de viscosidad continuas y acotadas de HJ. Luego, pasamos a estudiar la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman. En particular, demostramos que cuando la funcién valor es contin-
ua, entonces es una solucién de viscosidad de (HJB). Luego estudiamos la continuidad de la
funcién valor, para lo cual nos concentramos en distintas subclases de problemas: problemas
de horizonte infinito clasicos (donde no hay un destino predefinido), problemas de tiempo
minimo, problemas de alcance con costo final nulo y, finalmente, problemas con costo final
no nulo. Esto nos permite separar el efecto de 7 y de g en la continuidad de la funcién valor.
A la vez, nos permite introducir las condiciones adicionales para obtener dicha continuidad:
la controlabilidad local con respecto a 7 y la compatibilidad de g con respecto a la funcién
valor. Enunciamos ademas, para cada subclase, los problemas que caracterizan a la funcion
valor, los cuales consisten, en la ecuacion de Hamilton-Jacobi mas alguna condicion de con-
torno satisfecha por la funcién valor, y por otro lado, permite obtener la comparacién entre
semisoluciones en el borde que nos entrega, via los teoremas de comparacion, la caracteri-
zacion buscada. Finalizamos el capitulo extendiendo las nociones de semisolucion y solucion
de viscosidad al caso no continuo y enunciando que v es solucién no-continua de (HJB).
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CAPITULO 2. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD DE HJB

2.1 Definiciones y propiedades basicas

Sea 2 C RY un abierto y consideremos la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
Mu(x) + H(z,Vu(z)) =0
en Q donde H : Q x RY — R es una funcién continua y A > 0.

Definicién 1. Una funcién u € C(Q) se dice subsolucion de viscosidad de (HJ) si para
cualquier ¢ € C*(Q2) y cualquier zy € Q méximo local de u — ¢

Au(xg) + H (o, V(o)) < 0. (2.1.1)

Similarmente, u € C(Q) se dice supersolucion de viscosidad de (HJ) si para cualquier ¢ €
C1(Q) y cualquier zy € Q minimo local de u — ¢

Au(xg) + H(zo, V(o)) > 0. (2.1.2)

Finalmente, decimos que u es una solucion de viscosidad de (HJ) si es simultdneamente una
subsolucién de viscosidad y una supersolucién de viscosidad de (H.J).

Observacion 2.1.1. En la definicién anterior podemos suponer que xy es un maximo local
(respectivamente minimo local) estricto pues podemos reemplazar ¢ por o+ |z —x¢|?. Ademds
como (2.1.1) y (2.1.2) dependen solo del valor de Vg en z( entonces podemos suponer que
u(zo) = (o).

Observacion 2.1.2. El término “viscosidad” proviene del hecho que las soluciones limite de
(HJ) obtenidas por el vanishing viscosity method, el cual consiste en agregar a la ecuacién
un término regularizante del tipo —eAuwu y luego hacer € — 0, son efectivamente soluciones
de viscosidad en el sentido de la Definicién 1.

El siguiente resultado, cuya facil demostraciéon omitimos, muestra el caracter local de las
soluciones de viscosidad y su consistencia con respecto a nociones mas clasicas de solucién.

Proposicién 2.1.3 ([BaCa97, Prop 11.1.3]). Se tiene que:

(a) Siu € C() es una solucion de viscosidad de (HJ) en §2, entonces u es una solucién de
viscosidad de (HJ) en Q' para cualquier Q' C Q0 abierto.

(b) Siu e C(R) es una solucion clasica de (HJ) entonces u es una solucion de viscosidad

de (HJ).

(c) Siue CHQ) es un solucién de viscosidad de (HJ) entonces es una solucion cldsica de

(HJ).

Existe una definicién equivalente para soluciones de viscosidad en términos de sub y
superdiferenciales, la que resulta ser, en algunos casos, mas conveniente que la definicién que
aqui damos(ver [BaCa97, seccién I1.1], en particular los lemas I1.1.7 y I1.1.8). En particular,
permite mejorar el resultado anterior de la siguiente manera:
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CAPITULO 2. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD DE HJB

Proposicién 2.1.4 ([BaCa97, Prop 11.1.9]). (a) Siu € C(Q) es una solucion de viscosidad
de (HJ), entonces
Mu(z) + H(z,u(z), Vu(z)) =0

en todo punto x donde u es diferenciable.

(b) Siu e C(Q) es localmente Lipschitz y u es una solucion de viscosidad de (HJ) entonces

se tiene
A+ H(x,Vu) =0, c.tp. enf.

Observacion 2.1.5. La parte (b) del resultado es una aplicacién directa de (a) y del Teorema
de Rademacher.

Ejemplo 2.1.6. A continuacién probaremos que 7(z) = |z| es solucién de viscosidad de
\Vu(z)l; —1=0, z € R*\ {0}. (2.1.3)

Recordemos que en el ejemplo 1.3.2 demostramos que 7 es diferenciable en R? \ C' donde
C = {z € R?||z1] = |22} y que 7 satisface

|Vn(z)1 —1=0, en R?\ C.

Sea 2 := R?\ {0} y p € C(Q). Sea ahora z € Q un maximizador local de n — ¢. Si
x ¢ C, de la diferenciabilidad de n en z, se deduce que Vn(z) = Ve(x) y, por consiguiente,

V(z)[; —1=0.
Size C,seac >0 tal que
n(x) —e(x) > n(y) —e(y), Vye B(x,e),

Definamos y := z — dsgn (Vip(x)), donde sgn(z); := sgn(x;) (i = 1,2), z € R% Si d > 0 es

suficientemente pequeno, y € B(x,¢) y, como |Z|s = |21| = |22| ¥ |¥|co > |11,
6(0) = 600) < ol = o < o] - for = s (510) ] < Jsen (%52 )0 =

donde la ultima desigualdad se obtiene usando la desigualdad triangular. Luego, dividendo
por ¢ y haciendo § — 0 obtenemos

(z)
_ V) (— sgn(jgﬁ))) i P =00

—sen(BE)) T T

09(x)
8.132

0¢(x)
8:1,’1

i

lo que prueba que 7 es una subsolucién de viscosidad de (2.1.3). Usando los mismos argu-
mentos se prueba que 7 es una supersolucion de viscosidad de (2.1.3). N
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CAPITULO 2. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD DE HJB

2.2 Teoremas de comparacion y unicidad de soluciones

En esta seccién presentamos varios resultados fundamentales para el estudio de (HJ) que
permiten comparar subsoluciones con supersoluciones de viscosidad de (H.J) y, a posteriori,
obtener la unicidad de soluciones dentro de clases especiales de funciones continuas(por ejem-
plo, las funciones continuas que satisfacen v = g sobre 9€2). Dado un conjunto Z, notaremos
por BC(Z) las funciones continuas y acotadas de Z en R.

Teorema 2.2.1 ([BaCa97, Teo. 11.3.1]). Sea Q2 un abierto acotado de RY. Suponga que

uy, uy € C()) son, respectivamente,una sub- y supersolucion de viscosidad de
u(x) + H(z, Vu(x)) =0, x €
y que up < ug sobre 0S). Suponga ademds que H satisface

|H(z,p) = H(y,p)| < wile —yl(1+|p])) (Hy)

donde wy es un mddulo de continuidad, es decir, wy : [0,4+00[— [0,+o0[ es continua no
decreciente y wy(0) = 0. Entonces u; < uy en €.

Demostracion. Sea € > 0 y definamos la funcién auxiliar ¢. en 2 x €2 como

=y
2¢e

G=(7,y) = ur(x) — ua(y)
y sea (z.,7.) € Q x Q un maximizador local de ¢.. Es claro que

mé,x(ul - u2)(x) = mél( ¢E(l’, x) < mé} f(bs(xa y) = ¢6(x67y6)' (221>
x€ef) z€Q (z,y)eQxQ

Luego, bastara probar que
lim inf . (., ) < 0.
E—>

En efecto, de ¢.(ze, z.) < ¢-(zc,y:) obtenemos

|$£ - y5|2

o < wug(xe) — ug(ye), (2.2.2)

y como ug es continua en € y, 2 es compacto,

sup |ug| = méx Jus| =: C' < +o0.
Q Q
Luego
a2
|l'€ y€| S 2C
2e

y por lo tanto

|ze — y.| < 2V Ce.
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Asi,
|ze —ye| — 0, cuando € — 0. (2.2.3)
De la continuidad de us y (2.2.2) obtenemos que
2
’%2—%’ — 0 cuando € — 0. (2.2.4)
€

Supongamos ahora que existe {¢,} tal que e, — 0y
(%e,, Ye,,) € O(02 X ).

De aqui se deduce que z., € 99 6y, € 2. Veamos el caso z., € 02, el otro caso siendo
analogo. De la comparacién de uy y us en x.

Uy (.735”) - u2(y5n> < UQ(xen) - u?(ysn)

y usando (2.2.3), concluimos gracias a que uy es uniformemente continua

lirgljglf Ge(Te,y:) < h'IrEl inf ., (zc,,ye,) < 1£m(u2(x5n) — us(ye,)) = 0.
Si no existe {e,} con las propiedades mencionadas, entonces existe g9 > 0 tal que (z.,y.) €
Q2 x Q para todo € € [0, &p).
Si definimos
_ |z — yel” _
P () = uz(ye) + o y ©1(y) = uy () —

|:L‘5 - y|2
2
es facil verificar que ¢; € C*(Q) (i = 1,2) y ademés x. es un maximizador local de u; — @5 €

Y- es un minimizador local de uy — ;. Por otro lado,

Te — Ye
V901<y6) = VQOQ(xs) = - )

lo que junto con la definicién de sub y supersolucién de viscosidad nos dice que

Te — Ye

Te — Ye
) < O’ _u2(ye) - H(ysa —y) < 0.

uy(ze) + H (2, .

H,) implica entonces que
p

be(e, ) < up(xe) — us(e) < wy (m oy (1 n @))

y, finalmente, usando (2.2.3),(2.2.4), la continuidad de wy y el hecho que w;(0) = 0 se concluye
la desigualdad buscada. O

Si suponemos ahora que 2 = R” necesitaremos, debido a la falta de compacidad, una
hipétesis adicional sobre H.
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Teorema 2.2.2 ([BaCa97, Teo. I11.3.5]). Suponga que ui,us € BC(RY) son, respectivamente,
una sub y supersolucion de viscosidad de

u(z) + H(z, Vu(z)) =0, z € RN,
Suponga ademds que H satisface (Hy) y
[H(x,p) = H(z,q)| Sw(lp—al),  Vo,p.qe R (H2)
donde w es un médulo de continuidad. Entonces u; < us en RY.

El resultado anterior puede ser extendido a un abierto ) cualquiera.

Teorema 2.2.3 ([BaCa97, Teo. I11.2.12, Obs. I11.2.13 y Obs. I11.2.14]). Sea Q un abierto de
RN 4y H:Q xRN — R es continua. Suponga que H satisface

H(y, p(r —y) —1y) — H(z, p(r — y) + vz)

< pLle =y + 7K1+ [y]*) + 7K (1 + |2*) + w(lz —yl) (2.24)

para todo pu, 7,7 > 0, x,y € RN, donde w es un mdédulo de continuidad y K y L son constantes

positivas. Si uy,us € BC(Q) son, respectivamente, sub y supersolucion de viscosidad de
u+ H(z,Vu) =0 en Q yu; < uy sobre 0X) entonces u; < us en §).

Los resultados anteriores no pueden, en general, ser extendidos a la ecuacién
H(z,Vu)=0.
Sin embargo, si H satisface
p — H(x,p) es convexa para todo z € ) (Hs)

es posible dar el siguiente resultado:

Teorema 2.2.4 ([BaCa97, Teo I1.5.9]). Sea Q un abierto acotado de RYN. Sean uy,us € C(9),
respectivamente, una sub y supersolucion de viscosidad de

H(z,Vu(z) =0, z€Q

y tales que uy < ug sobre 9Q. Suponga que H satisface (Hy),(Hs) y que existe p € C(Q) U
CH(Q) tal que p <uy enQ y

sup H(z,Vp(x)) < 0, vQ c Q.

e

Entonces uy < usg en ).
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2.3 Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

A continuacién volvemos a nuestro estudio de la funcién valor v asociada a (P,) y de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi Bellman (HJB). El primer resultado establece que si la fun-
ci6én valor v es continua, entonces es una solucién de viscosidad de (HJB), lo que nos pro-
porciona, de manera constructiva, la existencia de soluciones de viscosidad para (H.JB).
Por completitud de la exposicién, proporcionamos una demostracién de este resultado que
presenta variaciones menores con respecto a la prueba de [BaCa97, Prop.I11.2.8]. Para la
demostracién necesitaremos del siguiente lema bésico. Notaremos  := RY \ 7.

Lema 2.3.1. (a) T(z) > 0 si y solo si x € (.

(b) Si A =0 entonces T'(x) < v(z) < Mv(z). En particular R = {x € RY : v(z) < +o0} =:
Q. Si A > 0 entonces Q = RN,

Demostracion. b) es una consecuencia directa de (1.1.5). Probemos a). Si T'(x) > 0 entonces
x & T pues por definicién T'= 0 en 7. Si z € 2, entonces d(x,7) = dy > 0 puesto que 7 es
cerrado. Aplicando el lema 1.5.3 concluimos que existen 5 > 0 y C' > 0 constantes tales que

|ym,a<t) - $| < do, Va € .A,t < min{to, doc_l}

y por lo tanto
te.(a) > min{ty, dyC'}, VacA

es decir, T'(z) > 0. O

Proposicion 2.3.2. Suponga que v es continua y Q es abierto. Entonces v es solucion de
viscosidad de

Av(z) +sup{—¥(z,a) — Vu(z) - f(z,a)} =0, ze€ Q\T.

acA

Demostracién. Sea ¢ € CH(Q\7T) y x € Q\ 7 un maximizador local de v — ¢, es decir,
existe r > 0 tal que v(z) — v(z) > p(x) — ¢(z) para todo z € B(x,r) C . Sea a € A,
consideremos el control constante ay = a e y, la trayectoria diferenciable generada por «.
Como y, es continua, existe to > 0 tal que y,(t) € B(z,r) para 0 <t < t, y entonces

p(2) = o(ya(1)) <v(r) —ov(ya(t), VO <t <t

Por otro lado, es claro que ty < t,(p) y usando (1.2.1) obtenemos

p(z) — (ya(t)) < /0 U(y(s),a)e ™ ds 4+ v(y,(t)) (e ™ — 1). (2.3.1)

Por lo tanto, dividiendo por ¢t > 0 y haciendo ¢ — 0, obtenemos gracias a que ¢ es diferenciable
y que v, Y., f y £ son continuas,

—Vo(r) - y,(0) = =Ve(z) - f(z,a) < l(z,a) = Av(z).
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Como a es arbitrario, concluimos que

Av(z) +sup{—f(z,a) - Vio(z) = l(z,a)} <0,

acA

es decir, v es una subsolucién de viscosidad de (HJB).
Mostremos ahora que v es una supersolucion de viscosidad de (HJB). Sea z un mini-
mizador local de v — ¢, es decir, existe r > 0 tal que

v(z) —v(z) < p(z) —p(2), Vze B(x,r).

Sea ¢ > 0y T(x) >t > 0, usando nuevamente el Principio de la Programacién Dindmica
(1.2.1), obtenemos que existe @ € A tal que

o(z) > / 0@, (), a(s))e o ds + (g, ()e ™ — te,

donde escribimos 7, para y,5. Aplicando el lema 1.5.4 a ¢ y recordando que e < 1
deducimos que

/0 0@, (5), T(s))eNds = /0 U, a(s))eNds + oft),

donde o(t) es independiente de @ € A. Como 7, es continua, podemos elegir ¢; < ¢, suficien-
temente pequeno tal que 7,(s) € B(x,r) si s < t; y concluir que

p(x) — ey, (1) = /0 ((z,a(s))eds + v(T,(t)(e™ = 1) +o(t) —te, t€[0,t1]. (2.3.2)

Por otra parte,

Definamos C, = sup{|Ve(7,(s))],s € [0,t1]} < +oo y Cf = sup{|f(z,a)|,a € A} < +o0.
Utilizando (1.1.2), el lema 1.5.3, integrando entre 0 y ¢ y dividiendo por ¢ obtenemos

£ [ 19000 103 = Vela) - fm.@)lds < Oy G+ Crp [ 9pta(s) — Vieta)lds

30



CAPITULO 2. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD DE HJB

Por dltimo, aplicamos el lema 1.5.1 a [Vo(7,(s)) — Ve(x)| y concluimos

(@) — (@) = - / Ve(z) - f(z.a(s))ds + oft). (2.3.3)

Sumando — fot {(z,a(s))ds a ambos lados de (2.3.2) y combinando con (2.3.3) obtenemos

[=9et@) - a5 — tla o) s >
/Oté(x,a(s))(e_)‘s — Dds +v(@,(t)(e™ — 1) + o(t) — te. (2.3.4)

Usando (1.1.5) es facil ver que la integral del lado derecho es o(t) y como ademaés el término
en la integral del lado izquierdo esta mayorado por

sup{—V () - f(z,a) — €(z,a)}

a€A

podemos concluir, al dividir por t > 0 y tomando ¢t — 0, que

sup{—Vep(z) - f(z,a) —l(z,a)} > —Iv(x) —e. (2.3.5)

acA

De la arbitrariedad de € > 0 concluimos la desigualdad requerida, lo que finaliza la demostracion.
m

2.4 Continuidad del valor y caracterizaciéon como la
Unica solucién de viscosidad de HJB

2.4.1 Problemas clasicos de horizonte infinito: 7 = ()

A continuacién consideraremos problemas clasicos de horizonte infinito, que segun las defini-
ciones y notaciones del capitulo 1, equivale a considerar 7 = () y A > 0. Usando (1.1.5) y

(1.1.6) es facil verificar que
o M
v(z) < / Me Mds < —.

0 A

Mas atn, en este caso v resulta ser uniformemente continua y mas precisamente de tipo
Holder. Recordemos que una funcién v : B C RY — R se dice de tipo Holder con exponente
v € (0, 1] si existe una constante L > 0 tal que para todo par z,y € B se tiene |v(z) —v(y)| <
L|z — y|”. El conjunto de todas las funciones Holder en B con exponente v lo denotaremos

CY(B).
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Proposicién 2.4.1 ([BaCa97, Prop. I11.2.1]). Asuma que T = () y A > 0. Entonces v €
CYY(RY) donde v estd dado por:

1 St A > Lf,
v = § cualquier valor <1 si A= Ly,
)\/Lf ST A< Lf.

Teorema 2.4.2. Suponga que T =0 y X > 0. Sean uy,uy € BC(RY), respectivamente, una
subsolucion y una supersolucion de viscosidad de la ecuacion

M+ sup{—{(z,a) — Vu- f(z,a)} =0 en R",

a€EA
entonces u; < ug en RV.

Demostracion. Se puede probar, ver [BaCa97, lema I11.2.11], que H (x,p) = A~ sup,c4{—¢(z, a)—
p- f(x,a)} satisface las hip6tesis del teorema 2.2.3 y por lo tanto se tiene el resultado. [

Corolario 2.4.3. Suponga que T =) y A > 0. Entonces v es la tinica solucion de viscosidad
de (HJB) en BUC(RY).

Demostracion. En virtud de la Proposicion 2.3.2, tenemos que v es solucién de viscosidad en
RY. Sean u; y us dos soluciones de viscosidad para (HJB) en RY. Como u; es subsolucién
y uo es supersolucién, aplicamos el principio de comparacién para obtener que u; < us.
Invirtiendo los papeles de u; y us obtenemos que us < u; y por lo tanto u; = us. O

2.4.2 Problemas de tiempo minimo

Ahora consideramos problemas de tiempo minimo, es decir, supondremos que 7 # (), £ = 1,
A =0y g =0. Primero recordamos que R esta definido por

R={z e R |T(x) < +oo}
y definamos, para ¢t > 0, R(t) como
R(t) == {x € RN | T(2) < t}.

En términos practicos, R(t) corresponde a los estados que pueden ser alcanzados desde 7 en
un tiempo inferior a ¢ usando el sistema retrégrado

z= —f(Z,Oé),

o equivalentemente, los estados iniciales desde los cuales el sistema (.S) puede alcanzar el des-
tino 7 en un tiempo inferior a t. A continuacién introducimos una nocién de controlabilidad
que nos permitira establecer la continuidad de T' y a posteriori la continuidad de v.
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Definicién 2. El par (f, A) se dice controlable en tiempo pequeno' en T (STCT) si para
todo t > 0 se tiene que 7 C int R(%).

Proposicién 2.4.4 ([BaCa97, Prop. IV.1.2]). Elpar (f, A) es STCT si y solo si T es continua
en 07T .

Demostracion. (=) Seae >0y xo € 97. Como (f, A) es STCT, podemos elegir § > 0 (que
depende de ¢ y z) tal que
|z — 20| <6 = x € R(e),

y de la definicién de R(g) concluimos que T'(x) < e. Dado que T'(zy) = 0y T'(z) > 0 podemos
reescribir esta ultima desigualdad como

T(x) = T(xo)| <,

lo que implica la continuidad de T en zy. (<) Supongamos ahora que 7" es continua en
xo € 07 y sea € > 0. Entonces existe 0 > 0 tal que

|z — 20| <6 = |T(x) — T(x0)] < ¢,

y como T'(x) > 0y T(zg) = 0 concluimos que B(xg,d) C R(e), es decir, zg € int R(¢) lo que
concluye la demostracion. O]

Proposicién 2.4.5 ([BaCa97, Prop. IV.1.6]). Asuma STCT . Entonces:
(i) R es abierto.

(i) T es continua en R.

(111) Mm, ., T'(z) = 400, Vzy € OR.

En general, STCT es dificil de verificar de manera directa. Sin embargo, si 7 = {0} 6 7 es
suave podemos encontrar en la literatura condiciones necesarias y/o suficientes(verificables)
para STCT.

Proposiciéon 2.4.6 ([BaCa97, Teo. IV.1.9]). Si el sistema es lineal, es decir, f(x,a) =
Mz+QayT ={0} y A=[-1,1]" con M y Q matrices. Entonces STCT es equivalente a
que la matriz de controlabilidad

(Q MQ MQ ... MN_IQ)

tenga rango completo N. Es decir, STCT es equivalente a la nocion usual de controlabilidad
a 0 para sistemas lineales.

'En inglés: small-time controllable.
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Teorema 2.4.7 ([BaCa97, Teo. IV.1.16]). Siint7 =7 y 97 es de clase C? entonces
ingf(x,a) -n(zr) <0, ze€0dT,
ac

implica STCT .

Proposicion 2.4.8. Asuma STCT . Entonces T es solucion de viscosidad de
H(z,Vu(z)) =0, reR\T. (2.4.1)

donde
H(:z:,p) = Slelg{_l - D f(x,a)}

La demostracion utiliza los mismos argumentos que la demostraciéon de 2.3.2

Transformada de Kruzkov

Como T no es acotado, no podemos aplicar directamente los resultados de comparacion para
caracterizar T' como la tinica soluciéon de viscosidad de (2.4.1), satisfaciendo, por cierto, ciertas
condiciones de borde adecuadas. Sin embargo, si definimos la funcién

1—eM@ sizeR
v(z) = .
1 siz g R

que corresponde a la funcién valor? cuando A\ = 1. De la proposicién 2.3.2 sabemos que v es

solucién de viscosidad de
v(x) + H(z, Vou(z)) =0, (2.4.2)

en ) y a posteriori, dado que R es abierto, en R\ 7. Mds ain, se puede probar(ver [BaCa97,
Prop. 11.2.5]) que si u es una subsolucién(respectivamente supersolucién) de viscosidad de
(2.4.1) entonces Ku(x) = 1—e~%*) es subsolucién(respectivamente supersolucion) de viscosi-
dad de (2.4.2), donde Ku se conoce como la transformada de Kruzkov de u. De esta manera,
dado que a (2.4.2) si podemos aplicar el teorema 2.2.3 obtendremos de manera indirecta la
caracterizacion buscada para T

Teorema 2.4.9. Asuma STCT. Entonces T es la tnica solucién de viscosidad de (2.4.1)
continua en R, acotada por abajo y tal que

T =0 sobredT,

2.4.3
T(x) — 0 cuando v — xy € OR. ( )

2Es claro que en este caso v es continua.
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Demostracion. Usando el teorema 2.2.3 es facil demostrar que v = 1—e~7 es la tinica solucién

en BC(R\ T) de (2.4.2) satisfaciendo

v=0 sobre 97,
v =1 sobre OR.

Luego, si w es una solucién de viscosidad de (2.4.1) acotada por abajo y satisfaciendo las
condiciones de borde impuestas, Kw es solucién de viscosidad de (2.4.2). Es claro que Kw €
BC(R\ 7T) y que cumple las mismas condiciones de borde que v luego Kw = v pero como
K es una funcion inyectiva se concluye que 7' = w. 0

El resultado anterior se puede mejorar a

Teorema 2.4.10. Asuma STCT . Entonces v es la unica solucion de viscosidad de (HJB)
en ) tal que v = 0 sobre 0S). Ademds

R={zeR" :v(z) <1}

T(x) = —log(l —v(x)).

2.4.3 Problema general

Pasamos ahora a estudiar el caso general. Al igual que lo que pasaba con el tiempo mini-
mo, deberemos imponer condiciones que nos aseguren la continuidad de v en 97, pues esto
bastara para asegurar la continuidad de v en la regiéon donde es finito.

Proposicién 2.4.11 ([BaCa97, Prop IV.3.3]). Suponga que v continua en 07 .
1. Si A >0 entonces v € BUC(RY).

2. Si A =0 entonces R = {z | v(z) < +o0}, lim,_,, v(x) = +00 para todo xy € OR y
v e BUC(K) para todo K cerrado donde T' es acotada.

Resulta que si g = 0 entonces STC7 es suficiente para obtener la continuidad de v en 97 .
Proposicion 2.4.12. Asuma que STCTy g = 0. Entonces v es continua en 07 .

Demostracion. Sea x € 07. Como T es continua, existe § > 0 tal que B(z,0) C R. Sea
r, — x en (). Existe ny tal que z, € B(x,0) si n > ng. Reemplazando (1.1.5) en (1.1.6)
obtenemos

ATIM(1 — e Me@) X >0

te () tz ()
0< < U(y.(s), s <M/ “Ads =
<o) [ tlshae s <0 [T e {M%(a) .
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Luego, tomando infimo sobre « resulta

ATIM(1—e M) A >0
0<ov(z) < ( € ) o ,
MT(z) A=0

Tomando limite cuando x — xg, es facil ver, usando la continuidad de T en xg, que el tltimo
término va a 0 y por lo tanto
lim v(z) = 0.

T—T0

Juntando 2.4.12,2.4.11 y 2.3.2 obtenemos entonces:

Proposicién 2.4.13. Asuma STCT, A\ > 0 y g = 0. Entonces v es solucion de viscosidad
de (HJB) en Q.

2.4.4 Problema de Dirichlet

De la definicién de v(ver (1.1.6)) se deduce facilmente que:
v(z) =g(z), =e€dT.
Resulta natural entonces estudiar el problema de contorno tipo Dirichlet

{ Av(2) + supgea{—l(z,a) — Vou(z) - f(x,a)} = 0, x €,

v(xz) = g(x), = €N, (2.4.4)

Adaptamos la nocién de solucién de viscosidad a este problema como sigue:

Definicién 3. Diremos que u € BC(2) es una subsolucién (respectivamente supersolucion)
del problema de Dirichlet (2.4.4) si u es una subsolucién (respectivamente supersolucion)
de viscosidad de (HJB) y ademds u < g (respectivamente u > g) en 0f2. Diremos que

u € BC(£) es una solucién de (2.4.4) si es a la vez subsolucién y supersolucién del problema.

Proposicién 2.4.14. Asuma STCT, A >0y g = 0 y sean uy, us dos soluciones de (2.4.4)

en el sentido de la definicion 3 entonces uy = uo. En particular, v es la unica solucion de
(2.4.4).

Demostracion. Aplicacién directa del Teorema 2.2.3. n
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2.4.5 Compatibilidad del costo final

Si ahora g # 0 entonces STC7 deja de ser una condicién suficiente para la continuidad de
v en 07 (ver [BaCa97, seccién IV.3.1]). Sin embargo, STCT es suficiente para obtener la
semi-continuidad superior de v en 7. Definiremos una condicién sobre g, la compatibilidad
de g con respecto a v, que es equivalente a la semicontinuidad inferior de v en 97 y por lo
tanto nos permitira asegurar, junto con STCT, la continuidad de v en todo R¥.

Proposicién 2.4.15 ([BaCa97, Prop.I1V.3.4]). Asuma STCT . Entonces, para cada z € 0T,
v es semicontinua superior en z. Mds precisamente,

limsupv(z) < v(z) = g(z) (2.4.5)

r—z

Definicién 4 (Compatibilidad de g con respecto a v). Diremos que g es compatible con
respecto a v si existe una vecindad U de 7, y una extensién de g a U que denotamos por
g, la cual es semicontinua inferior en 07 y ademads se cumple que g(x) < J(x, «) para todo
aceAyzel.

Proposicién 2.4.16. La compatibilidad de g con respecto a v es necesaria y suficiente para
que v sea semicontinua inferior en 0T .

Demostracion. Asumamos que g es compatible. Tenemos entonces que g(x) < J(z,«) para
todo z € U y a € A. Tomando infimo sobre a € A obtenemos que

g(x) <w(z), Vrel,
y por lo tanto, de la semicontinuidad inferior de g en 07 concluimos que

v(z) = g(2) < liminf g(z) < liminf v(z)

r—z r—z

para todo z € 97, es decir, v es semicontinua inferior en 07 . La otra implicacion es directa
pues podemos tomar v como la extension de g en la definicion 4. O

De esta forma obtenemos

Teorema 2.4.17 ([BaCa97, Teo. IV.3.6 |). Asuma STCT . La compatibilidad de g es equiv-
alente a v € BUC(RY) si A >0y ave C(RN) si A=0.

Observacion 2.4.18. Hemos caracterizado la continuidad de v (desconocido) a través de la
compatibilidad de g (dato del problema). Sin embargo, verificar directamente esta propiedad
puede ser dificil dependiendo de la regularidad de g y de 7. Si A = 0 se pueden derivar
condiciones necesarias y/o suficientes para la compatibilidad de g que son més faciles de
verificar (ver [BaCa97, Seccién 1V.3.3]).

Si A > 0 entonces podemos aplicar el Teorema 2.2.3 para obtener

37



CAPITULO 2. SOLUCIONES DE VISCOSIDAD DE HJB

Proposiciéon 2.4.19. Asuma STCT, g compatible con v y X\ > 0. Entonces v es la unica
solucion de (2.4.4) en BC(Q).

Si A =0, los teoremas de comparacién dejan de ser validos. Como en el caso del tiempo
minimo, consideramos la transformada de Kruzkov de v definida por

Vi) =1-e"@,
y que es solucién de (ver [BaCa97, Seccién 1V.3.2])

V+H(x,V,VV)= 0 en
{ V= 1—e9% gobre 90 (2.4.6)

donde el Hamiltoniano ‘H esta dado por:

H(z,u,p) :=sup{—f(x,a) p—Ll(z,a)+ ({(z,a) — 1)u}.

a€A

Se puede probar que H satisface las hipdtesis del Teorema 2.2.3 y por lo tanto, V es la
tnica solucién de (2.4.6) con lo que tenemos:

Proposicion 2.4.20. Asuma N\ = 0,STCTy g compatible con v. Entonces v es la tunica
solucion de viscosidad de

H(z,Vov(z)) =0, r€e€R\NT

que es acotada por abajo, v = g sobre 0T y v — 400 cuando x — IR.

2.5 Soluciones de viscosidad discontinuas de HJB

En esta seccion extenderemos la nocién de solucion de viscosidad a funciones no necesaria-
mente continuas. Comenzamos con las siguientes notaciones: Sea £ C RY y definamos

SCS(E) := {u: E — R" | u es semicontinua superior},

SCI(E) :={u: E — R" | u es semicontinua inferior},
BSCS(E) :={u: E — R" | u es semicontinua superior y acotada},
BSCI(E) := {u: E — R" | u es semicontinua inferior y acotada}.

La clave para extender la nocién de soluciones de viscosidad esta en el hecho que las nociones
de sub y supersolucion de viscosidad pueden ser extendidas de manera natural al contexto
semicontinuo.

Definicién 5. Una funcién v € SCS(Q2) (respectivamente SCI(£2)) se dice una subsolucién
(respectivamente supersolucién) de viscosidad de (H.J) si para cualquier o € C*(Q) y z €
tales que u — ¢ tiene un méaximo local (respectivamente minimo local) en z,

Au(z) + H(z,Vp(x)) <0  (respectivamente, > 0).
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Si u es una subsolucién y una subsolucién en este nuevo sentido, entonces u es continua
y es una subsolucién de viscosidad en el sentido usual. Dada una funcién u definimos sus
envoltura semicontinua inferior y superior, respectivamente,

u*(z) = limsupu(y) := lim sup{u(y) :y € X, |y — z| < r},

y— r—0t
us(r) = liiriiglfu(y) = rli%l+ mf{u(y) :y € X, |y —z| <r},

Es claro que u* es semicontinua superior y u, es semicontinua inferior. Damos ahora una
definicion de solucion de viscosidad no-continua debida a Ishii

Definicién 6. Una funcién localmente acotada u : 2 — R se dice una solucién no-continua
de viscosidad de (HJ) si u* es una subsolucién de viscosidad y u, es una supersolucién de

viscosidad de (HJ).

Teorema 2.5.1 ([Bonn03, Teo. 5.30]). La funcion valor v es solucion no-continua de vis-

cosidad de (HJB).

Ahora bien, si v no es continua, entonces la condicién de borde v = g sobre 9€) aporta
poca informaciéon y no podemos, en general, esperar que v sea la tinica solucién no-continua
de viscosidad satisfaciendo la condicién de borde. La formulacién de condiciones de borde
adecuadas, que permiten caracterizar la funcién valor en este marco es un tema bastante am-
plio y existiendo en la literatura diversos acercamientos a esta dificultad. El lector interesado
en estos aspectos, que escapan de este trabajo, puede consultar [BaCa97, Cap. V].
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Capitulo 3

Métodos numéricos para HJB

En este capitulo describimos una clase de métodos de diferencias finitas para aproximar
la funciéon valor v. Estos métodos estdan basados en una discretizacion de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi-Bellman. El esquema del capitulo es como sigue. En la seccién 3.1 ilustramos
con un ejemplo sencillo las distintas dificultades que aparecen en la discretizacion de (HJB).
En la seccion 3.2 introducimos en forma genérica los métodos de diferencias finitas. Dentro
de esta seccién comentamos sobre la validez de los métodos. En la seccién 3.3 describimos
algunas consideraciones para el desarrollo e implementacién de algoritmos basados en estos
métodos. En la seccién 3.4 introducimos los métodos decentrados, que son el caso particular
de métodos de diferencias finitas que seran utilizados en el resto del trabajo. En esta seccién
comentamos sobre la convergencia del método, damos un algoritmo y finalmente realizamos
algunas pruebas numéricas sobre ejemplos mas bien académicos.

3.1 Motivacion: diferencias finitas en dimension 1

Consideremos la siguiente ecuacion de Hamilton-Jacobi, conocida como ecuacion Fikonal en
dimension 1:

u(z) — 14 |u/(z)] =0, x#0,
{ w(0) =0, (3.1.1)
cuya unica solucion es
u(x) =1—e . (3.1.2)

Resolvamos numéricamente (3.1.1) para > 0. Para esto consideremos un paso de dis-
cretizacion 6 > 0 y la siguiente aproximacion:

U4 — Ui— .
{uj—l+% —0, j£0, (319

Ug :0,

donde u; es una aproximacién del valor de la solucién exacta (3.1.2) en el punto jo, i.e.,
u; ~ u(j9). Este método de aproximacion corresponde a reemplazar la derivada de u en
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(3.1.1) por la siguiente féormula estandar de diferencias finitas centradas:

Uiyl — Uj
% ~ ' (56).

Por ésta razén denominamos al método de tipo centrado. Es facil verificar que u es una

funcién creciente para x > 0. De hecho, esto se puede probar sin conocer la forma explicita

de w al interpretar (3.1.1) como una ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman para la funcién

valor de un problema de control especial y usando el principio de la programacion dinamica.

Es razonable entonces buscar soluciones de (3.1.3) que satisfagan

u <wu; sii<j, (3.1.4)
y asi podemos escribir (3.1.3) como
wy— 14 = =,
que a su vez puede ser reescrita como
Ujp1 = Uj—q — 20u; + 20. (3.1.5)

Notemos que (3.1.5) es una ecuacién de diferencias lineal de orden 2 y luego es posible
resolverla explicitamente. En efecto,

uj = A=+ V2 +1) + B(—=6 =V +1)7 +1, j>2, (3.1.6)

donde A y B son constantes a determinar. Como es usual, para determinar A y B necesitamos,
por ejemplo, conocer el valor de uy y uy. El valor de ug es conocido, pero no el de uy, luego
la relacion anterior se encuentra indeterminada. Dicho de otra manera, para cada valor de u;
las constantes A y B quedan tnicamente determinadas. Tenemos entonces que elegir u; de
manera que la aproximacién obtenida sea correcta. Notemos que (3.1.5) hace depender w4y
fundamentalmente de u;_; y, en una medida muy pequefia(proporcional a ¢§), de u;. Podemos
esperar entonces que aparezcan oscilaciones si u; no es una buena aproximacién de u(d). En
la figura 3.1 se aprecian distintas aproximaciones de u en [0, 1] obtenidas usando (3.1.5) con
0 = 0,01 y distintos valores para u;.

Necesitamos entonces usar un método eficaz para aproximar u(¢), para lo cual podemos
utilizar, por ejemplo, la siguiente aproximacién decentrada

|uj—1 — uy|

5 =0, j#0 (3.1.7)

U]—1+

para j = 1. Si nuevamente imponemos (3.1.4) obtenemos

_6+u0_ )
041 41

(3.1.8)

Uy
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Figura 3.1: Soluciones del método centrado (3.1.5) con § = 0,01, para u; = 0,2 (izquierda) y
ur = u(0,01) + 0,01 =1 —

e %01 4+ 0,01 = 0,02 (derecha).
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Figura 3.2: Método centrado (3.1.5) con w; dado por (3.1.8): § =

(derecha).
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En la figura 3.2 se muestra el resultado del método centrado utilizando (3.1.8) para u; y
distintos valores de §.

Por otro lado, el método decentrado (3.1.7) es una ecuacién de diferencias de orden 1, por
lo que podemos usarla para aproximar u;, j > 1 a partir del valor uy = 0. Ademads, en este
sencillo ejemplo, el método decentrado (3.1.7) corresponde a considerar una aproximacién de
Euler para la ecuacion

u(z) — 1+ (x) =0, u(0) =0

lo que justifica atin mas la eleccién de esta aproximacion.

Figura 3.3: Soluciones del método decentrado con § = 0,1 (izquierda) y 6 = 0,01 (derecha).

Dado que ahora u; depende solo de u;_; esperamos que las soluciones generadas por este
método tengan menos oscilaciones. En la figura 3.3 se muestran las soluciones de (3.1.7)
utilizando distintos valores de 9.

La pregunta que queda es: ;jCémo se comparan estos dos métodos? Para tener una idea,
en este ejemplo podemos calcular el error exacto cometido por cada método. De hecho, la
figura 3.4 muestra el error absoluto para ambos métodos entre [0, 1] y entre [0, 4], donde para
el método centrado se ha considerado u; dado por (3.1.8).

Al observar la figura 3.4 a la izquierda, uno tiende a pensar que el método centrado es
mejor al tener menos error en el intervalo [0, 1]. Sin embargo, dado su caracter oscilatorio,
vemos que al integrar mas lejos aparecen errores considerables producto de las inestabilidades
numeéricas.

Por otro lado, en la préactica uno no conoce la solucion exacta de HJB, luego la apuesta
que parece mas segura (extrapolando los resultados de este ejemplo) es el método decentrado.
En todo caso, el ejemplo recién visto corresponde a una de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi-
Bellman mas sencillas. En particular, en el caso de dimensién superior no sera tan claro como
aproximar el gradiente. Ademas, recordemos que en general la funcién valor es solo continua
y por lo tanto hay que tomar en cuenta este hecho a la hora de elegir una aproximacion,
pues usualmente los métodos de diferencias finitas entregan buena aproximaciones cuando la
funcion que estamos aproximando es diferenciable.
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01 /A

o~

Figura 3.4: Error absoluto de los métodos con 6 = 0,1. Método decentrado(azul) y método
centrado(verde)

3.2 Meétodos de diferencias finitas en dimensién supe-
rior

A continuacién introducimos, en términos generales, los métodos de diferencias finitas. Estos
consisten en construir una grilla regular sobre R y resolver, para cada punto de la grilla,
una versién discreta de (H.JB), la cual es construida aproximando Vv por una férmula de
diferencias finitas.

Comencemos introduciendo algunas notaciones. Consideremos Z", que llamaremos con-
junto de indices, dotado de la norma

N
= i,
=1

y sea d € Rf 4 un pardmetro que llamaremos paso de discretizacion en espacio. Definamos la
inyeccién i5 : ZY¥ — RY como

Z5(]) = (51j17 62j27 o 75n]n)

Definimos la grilla RY := i5(Z") y denotamos mediante 27 = is(j) el punto de la grilla
correspondiente al indice j € ZV.

Dado un conjunto A C R¥ cualquiera, denotamos por A; = ANRY el conjunto de puntos
de la grilla que pertenecen a A. Para B C RY denotamos por B = ié_l(B) el conjunto de
indices correspondiente a puntos en B.

Para u : RY — R, escribiremos u; para una aproximacion de u en 27, es decir, u; &~ u(z7).
Similarmente, Vu; serd una aproximacién del gradiente de u en z7. Para aproximar Vu;
usaremos una formula del tipo

Agu; = 0(j, 8, (u; : |l — j| < 1), a). (3.2.1)
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donde ® es una funcién a valores en RY y que depende, en general, del indice j € Z, del
paso de discretizacién 0, de la aproximacion de u en cada uno de los puntos vecinos a z’ en
la grilla, y de a € A. Es decir, dado que el gradiente aparece en el interior de un problema
de minimizacién en el cual a es una variable, le permitimos a la aproximacion depender de
dicha variable.
Ejemplo 3.2.1. Al considerar N = 1 tenemos que (u; : |l — j| < 1) = (w1, w, w41). Una
opcion para la aproximacion es el esquema centrado que usamos en la seccion 3.1 y que se
escribe en estos términos como
Ujp] — Uj_
Jj+1 Jj—1
Asuj = ————.

20
<4
Reemplazando Vv por (3.2.1) en (H.JB) obtenemos el sistema discreto
;4 sup{—£(2?,a) — f(2?,a) - Apv;} = 0. (3.2.2)
acA

Esta tltima ecuacién deberd ser resuelta en todos los puntos de la grilla €25. Deberemos
ademds imponer la condicién de borde v; = g; := g(27) sobre 75. Es decir, nuestro problema
es resolver

(3.2.3)

Noj = infaea{f(al,0) + f(a7,0) - Aovs}, j € Q
v = glad), jeTs

Denotaremos por V; := (v;) ez~ una solucién(cuando exista) de (3.2.3).
Para dar validez a este tipo de métodos, debemos estudiar al menos tres aspectos:

e Existencia y unicidad de soluciones de (3.2.3).
e Convergencia de Vj, solucién de (3.2.3) a v cuando § — 0.

e Implementacion en el computador.

A continuacién discutimos brevemente algunas consideraciones generales que son ttiles en
estas tareas.

3.2.1 Existencia y unicidad de la aproximacién

En general para probar existencia se trata de reescribir (3.2.3) como una ecuacién de punto
fijo contractante
Vs = S5(Vs)

y, en virtud del Teorema del Punto Fijo de Banach tendremos una tunica soluciéon Vj para ¢
pequeno. Este método ademas nos otorga un algoritmo de calculo para Vj, a saber

‘/;sk-l-l — S&(V:Sk)

Otra opcién, cuando el esquema anterior no funciona, es tratar de probar la monotonia
del operador de punto fijo, lo que asociado a una hipdtesis de compacidad asegura que el
algoritmo iterativo de punto fijo descrito anteriormente converge.
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3.2.2 Convergencia de soluciones

En esta seccién enunciamos el teorema de aproximacién de Barles y Souganidis[BaSo91] en
toda su generalidad. Sea 2 un abierto cualquiera(solo por esta seccién) de RY y considere la
ecuacion

F(D*u, Du,u,z) =0 en Q (3.2.4)

donde F : SV x RN x R x Q — R es localmente acotada, Du respresenta el gradiente de w,
D?u la matriz Hessiana de u y S¥ es el conjunto de todas las matrices simétricas. Suponemos
que F' es eliptica, es decir,

F(M,p,u,z) < (N,p,u,2),YM.Ne SN, M>N
donde usamos el orden usual en SV. Consideremos un esquema de aproximacién de la forma
S(0,z,u’(x),u’) = 0,2 € Q (3.2.5)
donde S : Rt x Q x R x B(Q) — R es localmente acotada.

Definicién 7 (Estabilidad). La aproximacién S se dice estable si para cada 6 > 0 hay una
solucién de (3.2.5) acotada donde la cota es independiente de 0.

Definicién 8 (Monotonia). La aproximacién S se dice monétona si
S8, z,t,u) < S(x,t,v), siu>wvyparatodod >0zx€Q, tcRyuve BQ).
Definicién 9 (Consistencia). La aproximacién S se dice consistente si

S(0,y,0(y) +€,¢+¢)

limsup < F*(D2(}5(.T),D¢(l’),¢(l’),$)
(6,9,6)—(0,2,0) 0
y S(6
lming SOV FEOTE) S gy Do), 6(a), 2)
(6,9.6)—(0,,0) d

Teorema 3.2.2 ([BaSo91, Teo. 2.1]). Suponga que S es estable, mondtono y consistente y
que (3.2.4) satisface un Principio de Comparacion. Entonces las soluciones Vs de S convergen
uniformemente sobre compactos a la unica solucion de viscosidad continua de (3.2.4) cuando
0 — 0.

3.3 Consideraciones de implementacion

En el disefio de algoritmos para resolver (3.2.3) nos encontramos con dos dificultades intrinse-
cas:

e Evaluar H(z7, Dgv;) equivale a encontrar un minimo global de un problema de progra-
macién no lineal.
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e Si 7 es compacto, entonces Qs = 7 es infinito,es decir, (3.2.3) es un sistema infinito
de ecuaciones.

El desarrollo de métodos de optimizacion global es un tema importante en la literatura
y escapa de los objetivos de este estudio. Nos limitaremos por lo tanto a estudiar problemas
para los cuales podamos obtener una férmula explicita para H (27, Dgv;).

3.3.1 Truncamiento: condiciones de borde artificiales

Para reducir el sistema de ecuaciones planteado a uno finito-dimensional, nos restringiremos
aproximar v en un conjunto compacto C' tal que 7 C int C. Mas precisamente, definamos
© :=int C'\ T abierto no vacio y consideremos

;= infeea{l(a?,a) + f(27,a) - Agv;}, j € Oy (3.3.1)
Uj = g(l‘])v .] S 7:5
Por simplicidad, elegiremos C' := Hi]\il[—ai,ai] con a; € IN suficientemente grande y

m; = [§] Observemos que Cr = {j € ZV||js] < mi}.
La dificultad que tenemos es que, en general, (3.3.1) queda subdeterminado en los puntos
de
B = {J}l €@5|3j685, |l—j| Zl}.

Luego, para cada ag = (a;)iep, (3.3.1) deberia tener una tnica solucién. Es decir, podemos
buscar una solucién de

Mwj = infaea{l(ad,a) + f(a,a) - Agw;}, j € O
W == Q(Ij>7 '] € B

donde ¢ es una funcién continua de RV \ C' en R. Denotamos por Ws = (w;) la solucién de
(3.3.2), que depende claramente, de q.
El truncamiento puede ser interpretado en el sistema continuo. En efecto, si consideramos

Au(z) + H(z, Vu(z)) =0, z €int(C)\ 7.
r) =gx), x€T (3.3.3)
), xe€dl

observamos que (3.3.2) corresponde a la aproximacién no truncada de (3.3.3). Mejor ain,
(3.3.3) es la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman asociada a una modificacién de (P,) donde
reemplazamos el destino y el costo final por

’j'::RN\C
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o glx) zeT
g(x)_{h(x) r€RV\C

Denotaremos v, la funcién valor asociada al problema de control modificado. Es decir, al
realizar el truncamiento, cambiamos nuestro problema de control inicial de manera que el
nuevo 7 tenga complemento acotado. De esta manera, la aproximacién que buscamos resuelve
un sistema finito de ecuaciones, la cual puede ser resuelta en la practica.

Luego , el truncamiento tiene en general dos inconvenientes:

e Estamos aproximando la funcién valor de una modificaciéon de nuestro problema orig-
inal, luego debemos estudiar como se relaciona esta funcién valor con la funcién valor
del problema original.

e La funcién valor del problema modificado no es necesariamente continua.

Postponermos la eleccién de ¢ a la siguiente secciéon donde motivamos , para el método
decentrado, una eleccione de ¢ usada frecuentemente en la practica.

3.4 Meétodo decentrado

En esta seccidn, siguiendo a [Bonn03] , introduciremos el método decentrado para la ecuacién
(HJB), que es una generalizacién del método decentrado usado al comienzo del capitulo.

3.4.1 Motivacion y Hamiltoniano decentrado

La idea central de este método consiste en aproximar la derivada direccional Dv(x;, f(x,a)) =
Vo(z;) - f(z,a). Si f;(2,a) > 0 convendrd aproximar 2%(z7) usando una aproximacién de-
centrada hacia la derecha y, en caso contrario convendra usar una aproximacién decentrada
hacia la izquierda.

Maés precisamente, consideramos:

Vite, — Uj .
% s1 fi(.fC‘],CL>ZO
VU]': i

Yj — Yj—ei

5 si fi(z7,a) < 0.

Con esta aproximacién, (3.2.2) puede ser reescrito como

Avj + sup {—é(xj, a) — Z {U]Jreé—_v]f,(:v], a)y + %ﬁ(azj, a)_} } =0, (3.4.1)

acA i1
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donde usamos la notacién by := max(b,0) y b_ := min(b,0). Definimos el Hamiltoniano
decentrado como

N
H*(27,U) = inf {e(xj, a) + Z {Wﬁ(ﬂ, a)y + L (g a)} } . (3.4.2)

acA 67,
donde U = (u;). Luego, (3.4.1) queda
M = HE (27, V).

Otra forma equivalente de escribir el Hamiltoniano decentrado es:

N
Hi(xjﬂ U) = inf {E('rja CL) + Z(sl [uj-i-eifi(xjv CL)+ Tt Uje; fi(‘rjv CL)_| - uj|fi<xj7 CL)” } :

acA 1
(3.4.3)
3.4.2 Truncamiento: Eligiendo ¢
Para motivar la eleccién de g, volvamos al estudio de la ecuacién Eikonal (3.1.1) en C' = [—1, 1]
y consideremos § = % Observemos antes, que esta discusiéon no estd restringida al caso

decentrado. En este caso B = {—n,n} y B = {—1,1}. Es facil ver que (3.1.2) es la funcién
valor para el problema (P,) con los siguientes datos:

A=1, 7 = {0}, g=0,
f(x,a) = a, €<m7a) =1 A= [_171]
Luego el Hamiltoniano decentrado esta dado por:
H*(27,U) = El’[rl{ 1]{1 +ain(ujrr —u;)+a—n(u;—u;—1)} = 1+nmin{u; —u;, uj_1 —u;, 0}

Supongamos que ¢ es constante y apliquemos el (3.3.2) con distintos valores para ¢. El
resultado se observa en la figura 3.5. Pensemos en términos del problema continuo (3.3.3)
para entender la figura.

Si g < v(1),entonces para « tal que |z — 1] < —log (1 + g — v(1)) es facil ver, usando el
principio de la programacién dinamica, que la trayectoria que usa el control constante igual
a 1 llega al punto 1 (que pertenece a ’j') con un costo menor estricto que 1, luego

vy(z) < v(x), si|z—1] < —log(l+q—wv(l))

. se puede hacer un célculo simétrico para puntos cercanos a —1.

Entonces, resulta conveniente elegir ¢ > v(1). En este caso, si ¢ = v(1) entonces v, = v.
Sin embargo, dado que en la practica no conocemos v en el borde, solo podremos elegir ¢
asegurando que ¢ > v(1) lo que ocacionard, en algunos casos, la perdida de la continuidad
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Figura 3.5: Aplicacién del método decentrado truncado a la ecuacién Eikonal con distintos
valores en los bordes

de la funcién valor, y por lo tanto la perdida de los resultados de convergencia. Notemos sin
embargo, que al menos en los ejemplos académicos, el algoritmo tendra un comportamiento
aceptable, incluso en el caso de funciones valores discontinuas.

Por otro lado, notemos que se puede probar que si ¢ > v entonces v, corresponde a la
funcién valor del problema (P,) al agregar la restriccion

Yral(t) € Cit >0,

es decir,
v, =mf{J(z,0) :a € A,y (t) € C,t > 0}.

Definamos R, como los estados para los cuales v y v, coinciden. Notemos que dichos
estados son tales que, a grandes rasgos, las trayectorias éptimas a 7 que parten de dichos
estados, no salen de C'. Si x no estd en R, entonces se tienen dos casos:

e Existen trayectorias de x a 7 que no salen de C.

e Todas las trayectorias de z a 7 salen de C.

3.4.3 Existencia y unicidad de soluciones: condicién de estabilidad

En esta seccién reescribimos (3.4.1) como una ecuacién de punto fijo contractante y de paso
obtenemos un algoritmo para resolver dicha ecuacién. Para esto necesitamos introducir un
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paso de tiempo “ficticio” h > 0. Al multiplicar (3.4.1) por h , sumar v; a ambos lados y luego
dividir por (1 + Ah) obtenemos

= (1+Ah) " {hH*(27,V) —i—vj}

= (1+>\h) lnf {hﬁj +Z {f +vj+ez‘ + |fz’j(a)*’vj*ei}+ (1_2‘1?1,](@)‘) Uj}

e
= Mj (V)7
(3.4.4)
donde denotamos f/(a) = f;(27,a) y #/(a) = (27, a).
Luego, podemos reescribir (3.2.3) como
MV) jef
V; = ]<, ) ] A(S’ (345)
g(x’)  jeTs

y (3.3.2) como
M{(W) je 65,
wj =g jeT, (3.4.6)
g(a’)  jEB.
Dado C' C RY, denotamos Ne(fi) = sup,ec Supgea |l fi(z,a)|]. Si C = RY denotamos
simplemente A (f). Si imponemos la condicién

N
hZ;Ngi) <1, (3.4.7)

conocida como Condicion de estabilidad, se puede probar que (3.4.4) es contractante.

Proposicién 3.4.1. Asuma (3.4.7) y X > 0. Entonces M° es un operador monédtono y
contractante en RN con la norma infinito. En particular, (3.4.5) tiene una tinica solucién Vs
en RY. Consecuentemente, (3.4.6) tiene una tinica solucion Ws para cada q.

Demostracion. Probaremos la contractancia: Sea U y V dos vectores

N
1 .
M7 (U) = M; (V)] < (1+Xh) ™" sup {hz 5 (L (@) [050e; = tjves] + f1(@)-[0j-e; = Ujc])

a€A )
N .
+ 1= 1f(a)
i=1

| |v; —uj|} (3.4.8)
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Figura 3.6: Intepretacion geométrica de la condicién de estabilidad.

Como |v; — uj| < ||V — Ul|e y usando la condicién de estabilidad obtenemos que

N N
M) = MIV)] < (1w~ sup {hZ @l +1-3 %\f;‘(a)} IV -Vl

i=1
Es decir,
|M;(U) = M (V)] < (14 A0) 7V = Ul|oo-
[
Observacion 3.4.2. Notemos que (3.4.7) nos impone que f se acotado. Sin embargo, para

obtener la contractancia del operador en (3.4.6) basta suponer la siguiente condiciéon de
estabilidad:

Ne(fi)

h
0i

M =

<1 (3.4.9)

i=1

La condicién (3.4.7) implica que para cada z; € RY (Cs si estamos en el caso truncado)

N

1 .
13

lo que en términos geométricos equivale que en cada punto 27/ en la grilla, el punto 2/ +

hf(z?,a)(que corresponde a una trayectoria discreta de tipo Euler) permanece dentro del
simplex generado por los vecinos de a7.
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3.4.4 Sobre la convergencia del método decentrado

Dado que en general v, no es continua no podemos aplicar el resultado de Barles-Souganidis.
Sin embargo, bajo hipdtesis adicionales, como por ejemplo, si g = 0 se puede dar resultados
de convergencia. Ademds, si nos reducimos al caso mds clasico, es decir, cuando 7 = ) y
A > 0 entonces podemos obtener estimaciones del error con respecto al paso de discretizacion.

Teorema 3.4.3 ([Bonn03, Teo. 4.19]). Suponga que g = 0 y que v es continua. Suponga
ademds que la condicion de estabilidad es satisfecha y que el limite superior de las aproxima-
ciones decentradas es nulo sobre T cuando 6 — 0 entonces hay convergencia uniforme sobre
compactos de las aprorimaciones decentradas a la funcion valor v.

Teorema 3.4.4 ([Bonn03, Teo. 4.21]). Sea v € (0,1] un exponente de Hélder de v y T =.
Entonces existe A > 0 tal que
v = vsloe < A6]2L

3.4.5 Pruebas numeéricas en 1D

A continuacién aplicamos el algoritmo al siguiente problema:

{N:L A=1, T={0} (3.4.10)

lz,a) =z, f(z,a)=—za,A=10,1].

que aparece en [BaCa97, A.1.3]. El Hamiltoniano esta dado en éste caso por

H(z,p) = sup {—x + azxp} =

—x+xp sipr >0
a€l0,1]

—x si pr >0

y luego (HJB) se reescribe como

) —v(z)r siv(x)r >0
v(x) = {x S o(2)r < 0 (3.4.11)

cuya unica solucion solucién es

sl no.

U(gj):{x sixz <0,

El Hamiltoniano decentrado para este problema es

H*(27,V); = min{a?, 27 + c(2?, V)|27|} (3.4.12)
donde c esta dado por

A DU siad >0
c(:cJ,V):{ L izl >

S
% siz? <0
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0.5

-1 L L L L L L I I I

Figura 3.7: Solucién aproximada para (3.4.10)(puntos) y funcién valor

Para este ejemplo, reducimos el estudio de la funcién valor al intervalo [—1, 1]. Notemos que

de (3.4.12) se puede observar que cuando 2’ > 0 el valor de v; depende solo del valor de v;_;

y no del valor de v;4;. Esto implica que la aproximacion truncada es independiente de g.
La condicién de estabilidad se escribe

S

— sup sup |za| <

<1,
d a€l0,1] z€[—1,1]

y por lo tanto podemos elegir h = §. En la figura (3.7) muestra la grafica de la aproximacién
truncada con § = 0,2 y una tolerancia de eps = 10715, Fueron necesarias 196 iteraciones que
demoraron 0,01s. El error obtenido por la aproximacién fue de 2eps. Cabe mencionar que
dado que v es lineal por trozos, las soluciones de (3.4.6) son una aproximacion exacta de v, es
decir, v; = v(27) y el error obtenido se debe solo a los errores de redondeo. Notemos ademés
que en este caso (3.4.5) puede ser resuelta analiticamente para v; y resulta ser equivalente al
método de Euler aplicado a (3.4.11) para z > 0 y al método de Euler retrégrado aplicado a
(3.4.11) para x < 0.

3.4.6 Pruebas numéricas en 2D
FEjemplo 3.4.5. Consideremos el siguiente problema:

N=2 A=1, T={0}, ¢g=0
A={(1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1)} (3.4.13)
flz,a) =a L(z,a) =1,
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Cuyo problema diferencial (HJB) asociado es:

v(z) =14+ |Vou(z)]1 =0 siz#0

v(x) =0 six=0.
La tnica solucién de este problema es:

v(z) =1 — e o=,
El Hamiltoniano decentrado es:
H*(z,U) = 1 + min{Au + &yu, Au — Nu, —Nju + Nyu, — X —Nju}

En este caso la condicién de estabilidad se escribe como:

1 1
+-) <1

"5 TS

y luego, si consideramos ; = d debemos tomar h = %1. En la figura 3.8 se aprecia la solu-
cién exacta del problema y las aproximacion decentrada usando (3.4.6). Se puede observar

0.7

2
%
%

06 5%

/ 5555
i N
7 //"//2/;"/ ""Z"’"""
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Figura 3.8: Funcién valor para (3.4.13)(izquierda) y aproximacién decentrada con || =
0,04 (derecha)

la similitud de las graficas, sin embargo, también se observa que el método suaviza la aprox-
imacién en los puntos donde v no es diferenciable. Para apreciar mejor este efecto, en la
figura 3.4.5 se aprecian las curvas de nivel de v y de las aproximaciones decentradas usando
distintos pasos de discretizacion.

Notemos ademadas que ¢ parece ser superfluo para la aproximacién. La razén de este he-
cho radica en que, para este problema R, = C, es decir, las aproximaciones(decentradas y
truncadas) aproximan a v en todo C. Por otro lado, esperamos que los errores del método se
acumulen en torno a los puntos de no diferenciabilidad de v lo que se aprecia claramente en la
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1

i

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

0.8

Figura 3.9: Curvas de nivel funcién valor(cyan) y aproximaciones decentradas: §; =

0,1(azul),d; = 0,04(rojo) y d; = 0,01(verde)

figura 3.4.5. Finalmente, a manera de verificacion, la figura 3.11 muestra el comportamiento
del error(definido como el supremo de la distancia entre v(z;) y w; para cada j) con respecto

al paso de discretizacién |d].

<

FEjemplo 3.4.6. A continuacién aplicamos el método decentrado al problema del carro-cohete

(ver seccién 1.1.3) para aproximar v(z) := 1 — e~7®), Recordemos que si z = (p, q),

{T(x) =q+2/p+¢?/2  sip>—q¢*sgn(q)/2,

T(x)=—q+2y/¢*/2—p sino.

La figura 3.12 muestra la grafica de v en [—1,1] x [—1,1].
La ecuacion (HJB) para v se escribe como

y el Hamiltoniano decentrado es

4 1
) = o050~ )+ |

56
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Figura 3.10: Error del método decentrado 6; = 0,04
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0.1
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Figura 3.11: Error del método decentrado con respeco al paso de discretizacién

Figura 3.12: Transformada de Kruzkov para el auto-cohete.

58



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS PARA HJB

Figura 3.13: Aproximacién auto-cohete con ¢; = 0,01

Consideremos C' = [—ay, a1] X [—as, as]. La condicién de estabilidad se escribe entonces
Ne(f) | Ne(fe) ag 1
h =h|—=—4+—|<1
( 5 s, 5 5) S
y eligiendo h de la forma
8102
- a252 + 51

aseguramos la convergencia del algoritmo.

Es facil ver que v < 1, luego bastaria con elegir ¢ = 1. Sin embargo, al considerar
q > 1 resulta intuitivo que los puntos donde la aproximacién es menor que 1 entreguen
una aproximacién de R,. Esto estd ayudado por el hecho que si x ¢ R, entonces dada la
dindmica, todas las trayectorias que llegan a 0 necesariamente salen de C'y por lo tanto v, es
no es continua en todo C. Ademds v, = 1 en C'\ R,. Consideramos arbitrariamente entonces
g = 10. La figura 3.13 muestra el minimo entre la aproximacién decentrada(truncada) Wy y
1 con un paso de discretizacién 6; = 0,01, la cual nos da una aproximacién de vj,.

La figura 3.4.6 muestra el borde de R, y las aproximaciones obtenidas por el método
propuesto, es decir, considerando los puntos cuya aproximacion es menor que 1. Notemos que
la aproximacién de R, mejora con la reduccién de § pero siempre se observa la propagacion
de error hacia el interior de R, producida por la condicién de borde artificial en el borde de
C'y debida a la naturaleza continua inherente a los métodos de diferencias finitas.

59



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS PARA HJB

. " "
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.14: Aproximacién de R, utilizando distintos pasos de discretizacion.

En la figura 3.15 se muestra un grafico con el error del método decentrado(truncado)
obtenido usando 9; = 0,01. Notemos que hemos excluido del calculo los puntos donde la
aproximacion es mayor o igual que 1.

Se puede observar como el error se acumula en torno a los puntos de no diferenciabilidad
de v, que en este caso coinciden con la switching curve del problema de control. Para explicar
este error observamos que si un punto estd muy cerca de la switching curve entonces los
puntos usados en la formula decentrada estaran al otro lado de la switching curve y por
lo tanto la aproximacion del gradiente serd mala. Debido a la geometria de la switching
curve(dos parabolas acostadas) este efecto se produce para todo § lo que explica por que el
error parece no converger a 0 cuando usamos pasos de discretizaciéon mas pequenos.

<
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Figura 3.15: Error puntual del método decentrado aplicado al problema del carro-cohete

Figura 3.16: Error relativo del método decentrado aplicado al problema del auto-cohete
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Parte 11

Hacia la optimizacién de trayectorias
via HJB
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Capitulo 4

Problemas de reentrada atmosférica

En este capitulo presentamos los problemas de aplicaciéon en Ingenieria Aeroespacial que
motivaron este trabajo. Més precisamente, en la seccién 4.1 describimos brevemente el caso
mas general, que corresponde a un modelo para la reentrada a la atmésfera de una nave
espacial de tipo transbordador Challenger. Mas adelante vemos cémo bajo ciertas condiciones,
este modelo se simplifica para reducirse al caso de una capsula espacial de tipo Apollo. Una
descripcion detallada de la fisica de los modelos puede encontrarse en [GCL95]. Luego, en la
seccion 4.2 enunciamos algunas variantes de los problemas de optimizacion de trayectorias
que son de interés para las aplicaciones, precisando diversos criterios para la seleccion de
controles éptimos: minimizar el calor aerodindmico, maximizar la latitud final de la nave
y minimizar el tiempo necesario para realizar el descenso. Cabe mencionar que diversos
autores han considerado problemas de optimizacién de trayectorias que involucran modelos
similares a los descritos en este capitulo; el lector interesado en esta clase de aplicaciones
puede consultar [Scha67, BrHo75, Pesc94, AMR95, BettO1]. Finalmente, en la seccién 4.3
introducimos un problema de control éptimo en dimensién 2 que, inspirado en los modelos
descritos anteriormente, pretende servir de caso de estudio para evaluar la eficacia del enfoque
de la programacién dinamica en este contexto.

4.1 Ecuaciones de movimiento del sistema modelo

Nos interesa describir el movimiento de una nave o capsula espacial que se dirige hacia la
superficie de la Tierra bajo la accion de la fuerza de gravedad, para lo cual utilizaremos
un modelo de masa puntual que incorpora la interaccion aerodinamica de la nave con la
atmosfera terrestre.

Comencemos por introducir un sistema de coordenadas geocéntrico como se ilustra en la
figura 4.1, en el cual la posicion de la nave queda determinada por su altura h con respecto
a la superficie de la Tierra (esfera de radio R, > 0) y por dos dngulos: la longitud ¢ y la
latitud 6.

Suponemos que la nave no utiliza ningtin tipo de propulsiéon y en consecuencia su masa
m permanece constante (i.e., no hay consumo de combustible), y que puede girar en torno
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Figura 4.1: Coordenadas geocéntricas

a su centro de masa de acuerdo a ciertos ejes de simetria (dos ejes en el caso mas general).
Para describir la orientaciéon de la nave utilizamos los siguientes dangulos:

e El dngulo de vuelo v entre el horizonte y el vector velocidad de la nave.
e El acimut .

e El angulo de ataque « entre la velocidad y el plano de referencia de la nave, de modo tal
que Y+« es el angulo de inclinaciéon longitudinal de la nave con respecto a la horizontal.

e El dngulo de inclinacion lateral 3.

Con respecto a las fuerzas que actian sobre la nave, en primer lugar tenemos el peso W
(weight en inglés) que actia en la direccién que apunta hacia el centro de la Tierra y cuya
magnitud estd dada por mg, donde m es la masa de la nave que suponemos constante y

g =p/r? . aceleracion de gravedad,

r = R.+ h : distancia al centro de la Tierra, (4.1.1)

para ciertas constantes conocidas p y R.. Debemos considerar ademads la resistencia al
movimiento ejercida por el aire, la cual puede descomponerse en dos términos ortogonales:
por una parte, tenemos el arrastre D (drag) que actia segin la tangente a la trayectoria de
la nave y en sentido opuesto al vector velocidad, y, por otro lado, esté la sustentaciéon L (lift)
que actia en la direcciéon normal.

Tipicamente, el arrastre D y la sustentacion L se expresan como sigue:

D = D(a,h,v) =31CpSpv?,

L =L(a,h,v) :%CLS,OUQ, (4.12)

donde
p = poexp(—h/hg) : densidad del aire, (4.1.3)

64



CAPITULO 4. PROBLEMAS DE REENTRADA ATMOSFERICA

horizonte

Figura 4.2: Fuerzas actuando sobre la nave.

N

Figura 4.3: Angulo de inclinacion lateral

con py y v constantes conocidas, S es el area de la seccién frontal de la nave, y los coeficientes
Cp = Cp(a) y C, = Cr(a) son funciones conocidas del angulo de ataque o y que incorporan
ciertas caracteristicas del disefio aerodinamico de la nave. Por ejemplo, en el caso de una
cépsula espacial de tipo Apollo, se suele suponer (ver [AMRI5, Pesc94|) que les coeficientes
de arrastre y de sustentacién estan dados por

Cp(a) = Cp,+Cp, cosa,
Crla) = Cp,sina,

donde Cp,, Cp, vy Cf, son constantes conocidas.
Con todo lo anterior, la segunda ley de Newton conduce al siguiente sistema de ecuaciones
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diferenciales de primer orden:

h =v sin 1,
1,)__D(Oé,h,1))_ H sin
- m (Re+ 2>
. L(a,h,v) v i
L—— cosf+ (Re—l—h U(Re+h)2) s
. v .
o _—(Re T h)cosd cos 7y sin v,
0 :R:il— N COS 7y coS Y,
L(a, h,v) . .
e ———— _— 9
o cosy mB—l-(Re+h>cosgcosysln¢51n :

donde podemos resumir la notacion en la siguiente tabla:

h :altura (m), v :éngulo de vuelo (rad),
¢ :longitud (rad), ¢ :acimut (rad),
6 :latitud (rad), v :rapidez (m/s).

Supondremos que los controles para guiar la nave son

a = at) :éngulo de ataque (rad),
B =p(t) :édngulo de inclinacién lateral (rad).

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)
(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)

Dada nuestra eleccion de coordenadas, algunas restricciones naturales sobre el estado del

sistema que suelen considerarse son las siguientes:

0 <h,

0<uw,
—89deg < 6 < 89 deg,
—89deg < v < 89deg.

Sin embargo, nosotros no consideraremos estas restricciones en este trabajo.

Sobre los controles, en tanto, supondremos que satisfacen las restricciones:

—90deg <a < 90deg,
—89deg <3 < 89deg,

o de manera equivalente (o, 3) € A con

A=[-71/2,7/2] x [~897/90, 897 /90].
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4.2 Optimizaciéon de trayectorias del sistema modelo

Basados en la dindmica definida por el sistema diferencial (4.1.4)-(4.1.9), describiremos a
continuacion algunas variantes de los problemas de optimizaciéon de trayectorias que son
de interés para las aplicaciones en Ingenieria Aeroespacial. Precisaremos diversos criterios
para la seleccion de controles y por ende de trayectorias: minimizar el calor aerodinamico,
maximizar la latitud final de la nave, minimizar el tiempo necesario para realizar el descenso,
etc.

Como es usual, y dado el enfoque que dimos en la Parte I de este trabajo, supondremos
que la nave parte desde un estado inicial fijo x = (hg,vo, o, Po,%0,70) y que queremos
maniobrarla para llegar hasta un estado final que pertenece al conjunto de destino 7 C RS.
El conjunto 7 también es llamado “interfaz” debido a que en muchas aplicaciones prescribe
un estado intermedio entre dos fases bien definidas para la trayectoria global de la nave.

4.2.1 Minimizacion de la transferencia de calor aerodinamico

Una variable de suma importancia en la preparacién de una reentrada atmosférica es el calor
aerodinamico, que basicamente mide cudnto se calienta la nave debido a la friccién entre
la atmoésfera y la nave mientras se realiza el descenso. Para tratar esta variable tenemos
dos posibilidades: restringir los controles («, ) para que la trayectoria asociada mantenga
siempre un flujo de calor aerodindmico por debajo de un nivel critico, o bien elegir los
controles de manera de minimizar el calor total producido. Denotaremos por ¢ el flujo de
calor aerodinamico y utilizaremos el siguiente modelo:

q = v°/p = v° exp[—h/(2h))]. (4.2.1)

Si elegimos minimizar el calor total llegamos al siguiente problema
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;

mfn/o v exp[—h/(2hg)]dt

o,
h = vsin v,
D(a, h,v) i
m  (Re+h)?

. L(a,h,v) v i
L cosf+ <Re—i—h U(Re+h)2) o8

¢ =

sin 7,

cos 7y sin 1), (PCApay)

v
(Re + h)cost

Rei . COS Y COS 1,
L(a, h,v)

v= MY COS 7y sinf + (Re + h)cosb

y(()) = (h,%% ¢,9,1/1)(0) = (ho,?}o,’)lo,¢0, 90,1/)0),
y(T) = (h,v,7,¢,0,0)(T) € T,
(o, ) € [=7/2,7/2] x [—897 /90, 897 /90].

cosysinsin 6,

Reduccién segiin el destino

Si la condicién y(T') € 7 no fija los valores finales de ¢, 6 y 1, y observando que ni la funcién
objetivo ni las dindmicas para h, v y 7 involucran directamente estas variables, podemos
reducir el problema a las variables h, v y v (y obtener, a posteriori, ¢ , 8 y ¥ integrando las
ecuaciones correspondientes). De esta forma obtenemos el siguiente problema:

p

min /UT v exp[—h/(2hg)]dt

a,B
h = v sin 7,
5~ _Dlahv) e inny
o C(Rethp2 T
" (Be + 1) (PCARya)

. L(a,h,v) v 1
= H D eos i+ (5~ e
h(0) = ho,v(0) = vo,7(0) = 70,

v

(h,v,)(T) €T,
(o, B) € [—7/2,7/2] x [-897/90, 897 /90].

\

Caso de la capsula espacial

La nave espacial mas sencilla que podemos considerar corresponde a una capsula espacial
del tipo Apollo. En términos del modelo, esto se traduce en que el dngulo de inclinacién
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lateral § deja de ser un control y més aun, por el diseno de la capsula, puede considerarse
como constante e igual a 0. Ademas es habitual considerar que la trayectoria de la capsula
transcurre a lo largo de un plano vertical de longitud ¢ constante, y de (4.1.7), uno obtiene
para el acimut sin+ = 0, lo que es compatible con (4.1.9). Si ahora 7 no fija el valor final de
f entonces podemos eliminar también esta variable y obtener el siguiente problema para la
capsula espacial:

( T
ml’n/ v exp[—h/(2hg)]dt
* Jo

h = vsin~,
b — _CD(Q)SPU2 _ H sin 7y

2m (Re + h)? ’ (PCA,)
. Cp(a)Spv? v o “p
LA (Re—l—h a U(Re—O—h)Q)COS%

h(0) = ho, v(0) = vy, 7(0) = Y0,
(h,o,)(T) €T,
(o € [—7/2,m/2],

donde hemos explicitado las expresiones para el arrastre D y la sustentacion L.

4.2.2 Maximizacion de la latitud final

Otro criterio utilizado en el caso en que la latitud final no estd prescrita a priori consiste
en maximizar la latitud final de la nave espacial que, utilizando (4.1.8) y sabiendo que 0(0)
esta dado, equivale a minimizar

T
v
—0(T :/ — cos y cos |dt.
(T) 0 [ R+ h )

Como mencionamos en la secciéon previa, por razones de diseno de la nave, es necesario
considerar una restriccion de flujo térmico del tipo:

4 < Grmas (4.2.2)
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donde ¢ esta dada por (4.2.1). Obtenemos entonces el problema:

( T v
min/o [— R cos 7y cos | dt

a,8
h = v sin 7,
. D(a,h,v) [ :
0= - e sin 7y,
. L(a,h,v) v 1
R—— cosf+ (Re—l—h U(Re+h)2>cos7,
. v .
= (R h)cosg ST (PLFpa,)

=Y cos cos Y

Re +h ,7 )

. L(a,h,v) | v : .

- 25m7 S 0
4 MY COoS Y sin ff + (R + h)cosf cosysiny sing,

v* exp[—h/(2ho)] < Gmaa,
(h,v,7,,6,¢)(0) = (ho, vo, Y0, 0, 0o, ¥o),
(h,v,7,0,0,9)(T) € T,

(a, B) € [—=7/2,m/2] x [—897/90,897/90].

\

Reduccioén segin el destino
Si la condicién y(T') € 7 no fija el valor final de ¢ entonces obtenemos el siguiente problema

reducido:
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Ug eXP[_h/(QhO)] S Gmaz)

(
(h,v,7,0,0)(T) €T,
(

\

Reduccién a la capsula espacial

( T
rgviﬂn/o - Rev+ j, cosy cos yldt
hzvsin%
b__D(a7h’7U) . ILL Sin
= - (B + 1) s
S, — L(O{,h,v) v /“L
Y= muv COSﬂ+(R€+h U(Re_i_h)Q)COSfY?
0 = Rei A COS 7y cos P,
L Lahyv) . -
=\ v .
Y= Smwcosy Y TR F o 81NV SG,

h7 v, 7, 97 w)(o) = (h07 Vo, Yo, 907 1/J0)7

a,B) € [—1/2,7/2] x [~897/90, 897 /90].

(PLFRpa)

Bajo las mismas hipodtesis simplificadoras hechas la seccion 4.2.1 en el caso de una capsula
espacial de tipo Apollo, y notando ademdas que en este caso podemos reescribir la latitud

CcOo1mo

obtenemos el siguiente problema:

h = v sin 7,

[

4 T v
min/o CR

R.+h

_ Cp(a)Spv*

cosy]dt,

2m

(Re T h)Q sin 7y,

v ft

. Cr(a)Spv?
’y = 2
mu

(h,0,9)(T) €T,
| @ € [—7/2,7/2].

3

R h — U(Re n h)Q) CcOos 7,
U3 eXp[—h/(Qho)] < dmaz;
h(0) = hg, v(0) = vo, ¥(0) = 0,
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4.2.3 Minimizacién del tiempo de llegada a la interfaz

En esta seccion consideramos el caso en que se desea alcanzar la interfaz lo més rapido posible,
siempre cumpliendo la restriccién térmica (4.2.2). El problema a considerar es el siguiente:

(

min T’
a8
h = v sin -y,
. v .
b= —(Re A Y cos 7y sin v,
0 = R ih €OS Yy cos v,
@__D(Oé7h7v)_ H sin
B m (Re + h)? 7
. L(a,h,v) o8 + v [ o (PThqv)
L—— R.+h v(R.+h)? 7
L(a, h,v) . v : :
kSt At s - 0
)= —" mﬁ—i—(Re+h)cosecos731n1/)31n )
(h,¢,0,v,7,¢)(0) = (ho ®0, 0o, Vo, Y0, Yo),
(h,¢,0,v,7,9)(T) €
U €x [ h/(2h0>] S Qmazx,
| (@, 8) € [=7/2,7/2] x [-897/90, 897 /90]

Reduccién a la capsula espacial

De nuevo, utilizando las reducciones de la seccion 4.2.1 para una capsula espacial, podemos
escribir:

((minT
h = v sin 7y,
V= _C’D(a)Spv2 — a sin
_ o T
_ Cp(a)Spv® v p PT,
_ o + Roih R L) cos 7, (PTeap)
U3 eXp[—h/(2h0)] S dmaz;
h(0) = ho, v(0) = vo, Y(0) = 70,
(ha UafY)(T) S T’
a € [—7/2,m7/2].
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4.3 Perturbacién paramétrica y el problema modelo re-
ducido

La resolucion numeérica de un problema de control éptimo mediante el enfoque de la pro-
gramacion dindmica requiere discretizar la ecuacion HJB que caracteriza a la funcién valor,
lo que significa resolver numéricamente una ecuacién en derivadas parciales en el dominio
donde evoluciona el estado del sistema. Mientras mayor sea la dimensién del espacio de estado,
mayor es el costo computacional de implementar el método simple de diferencias finitas de-
centradas que se analizd en el Capitulo 3. Una dificultad importante en este sentido proviene
de la necesidad de imponer la condicién de estabilidad (3.4.7). En efecto, tipicamente (3.4.7)
requiere que el pardmetro artificial A > 0, que define el pardmetro de contractancia para el
punto fijo, sea mucho méas pequeno que los parametros de discretizacion en espacio, con la
consecuente pérdida en la velocidad de convergencia. Por otra parte, tal como se vio en el
Capitulo 3, la violacién de (3.4.7) puede producir drésticas inestabilidades numéricas. . Todo
esto suponiendo que es posible obtener estimaciones precisas sobre la funciéon que define la
dindamica del sistema, lo que puede ser muy dificil en el caso no lineal.

En lo que se refiere a la dimension del espacio de estado en los problemas de optimizacion
de trayectorias descritos en la seccion 4.2, ésta es igual a N = 6 para el modelo mas general
y puede reducirse hasta N = 3 para el caso de una capsula espacial de tipo Apollo. Sin
embargo, este ultimo valor, tomando en consideracion la no linealidad de la dindmica, es atin
demasiado grande tanto para una implementacion directa del método decentrado descrito
en el Capitulo 3 como para un andlisis cuantitativo/cualitativo de sus resultados en este
contexto.

El objetivo de esta seccion es introducir una dindmica simplificada en dimensién 2 que se
inspira en el modelo de la capsula espacial y que servira de caso de estudio para el andlisis que
realizaremos en el Capitulo 5. La idea es aplicar el método numérico a este modelo modificado
para luego, dependiendo de los resultados obtenidos, considerar los problemas mas complejos
enunciados en este capitulo.

4.3.1 Perturbacién paramétrica de la dinamica para v

Inspirados en el modelo de la reentrada atmosférica de una nave espacial, y mas precisamente
en el problema de maximizacién de la latitud final (PLF R,,,), consideremos como objetivo

la minimizacién de
T
/ [— Y cos y]dt
o Re+h ’

donde hemos eliminado el factor cos asociado a la proyeccién definida por el azimut .
Cuando el azimut permanece constante e igual a zero a lo largo de la trayectoria de la nave,
como supusimos en el caso de la capsula espacial (PLF,,,), entonces este criterio corresponde
a la latitud final. En el caso general se trata de un desplazamiento angular total sin considerar
la proyeccion dada por el azimut para obtener la latitud. Si asumimos ademas que el azimut
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final no estd determinado por la condicién final en T dada por el conjunto 7, podemos
entonces eliminar 6 y v en la formulacién del problema para obtener el problema modificado
para la nave espacial:

;

T v
m [ - dt
Ig,lﬂn/o ekl

h =vsinvy,

B m (Re + h)? 7
. L(Oé, h, ’U) v H (PMTLCLU>
L—— cosf+ <Re+h U(Re+h>2> oS

v® exp[—=n/(2ho)] < dmaz,

(h,v,7)(0) = (ho, vo,70),

(h, 0,9 )(T) €T,

(a, B) € [-7/2,m/2] x [-897 /90,897 /90].

\

Supongamos para simplificar que la condicion final de la forma
T =T x {yr}.

Proponemos entonces considerar la siguiente familia de problemas de control 6ptimo para-
metrizada por ¢ € [0, 1]:

;

r v
min/o [—R +hcosy]dt,

a,B e
h = vsin-y,

B m (Re + h)? 7

. L(O./, h,?}) v M (5‘PMnav)
ey == COSB+<Re+h U(Re+h)2)COS%

v exp[—h/(2ho)] < Gmas,

h(0) = ho, v(0) = vo, e(7(0) — ) =0,
(h,v)(T) € Ty, e(v(T) —m) =0,

(o, B) € [=7/2,7/2] x [—897/90, 897 /90].

\

Cuando € > 0, el inico cambio con respecto al problema (PM,,,,) es que hemos reemplazado
la ecuacién para la dinamica del angulo de vuelo v por

L(a, h,v)

. v 1
= — — . 4.3.1
ey —- cosﬁ—l—(Re_'_h v(Re+h)2)0087 (4.3.1)
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El caso extremo ¢ = 1 permite recuperar el problema original (P»M,,,), mientras que al
tomar € = 0 obtenemos el siguiente problema

/

T v
min — cos y|dt,
i /0 el

h =wvsin~y,
_ D(a,h,v) i .
U= - B 1 1) sin 7,
L(Oé, h, ’U) v M (O‘PMnav>
0= ——= -
muv cosf+ (Re—i-h U(Re+h)2> 8T

o explh/(20)] < s,

h(0) = hg, v(0) = vy,

MT) = hy, v(T) =y,

(a, B) € [—=7/2, /2] x [—897/90, 897 /90].

\

donde la ecuacion para el angulo de vuelo 7 se ha transformado en una relaciéon analitica entre
v v las otras variables del problema. Esta nos permitiré reformular este problema reduciendo
a N = 2 la dimension del espacio de estado: la altura h y la velocidad v.

4.3.2 Breve discusion sobre la parametrizacion

Si bien la perturbacion uniparamétrica del modelo modificado introducida en 4.3.1 es arbi-
traria y no estd basada directamente en un modelo para una cépsula real o actualmente en
etapa de diseno, hay varias razones que justifican su consideracion.

En primer lugar, una de las motivaciones para la introduccion de esta parametrizacién es
de indole metodolégico pues puede constituir una base para disefiar un algoritmo de resolucion
del problema original (PM,,,). En efecto, esta parametrizacién podria ser de utilidad para la
implementacion numérica de un método de resolucion de tipo homotopia, caracterizado por
la “deformacion continua” del problema original para reducirse a un problema mas simple,
el problema limite (0-PM,,,) en este caso. Luego, una solucién del problema simple podria
usarse para reconstruir, al menos de forma aproximada, una solucién 6ptima del problema
original siguiendo una trayectoria de soluciones de los problemas intermedios (e-PM,,,,) para
e € (0,1). Este aspecto va més alld del alcance de este trabajo y no lo desarrollamos aqui.

De manera alternativa, si admitimos que es posible intervenir en el diseno de la capsula
de forma tal de modificar las ecuaciones que gobiernan la dinamica, entonces la introduccion
del parametro ¢ en (4.3.1) podria interpretarse fisicamente al distinguir el dngulo de vuelo
~ como una “variable rapida” con respecto a las otras variables de estado. Formalmente, si
dado £ > 0 consideramos como nueva variable temporal a

T=-,
€
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entonces podemos escribir .
. 2l

ey = =
Notemos que cuando € — 0 entonces para cualquier At > 0 tenemos que el correspondiente
AT tiende a infinito. Para ¢ < 1, un intervalo de tiempo muy pequenio, digamos [t,t + At],
que por continuidad conduce a pequenos cambios en las variables h y v, puede traducirse en
un cambio importante en vy debido a que Ay =~ (¢7)AT en ese intervalo. Por definicion, estos
cambios instantaneos en v no tendran lugar si ¥ es lo suficientemente cercano a cero como
para compensar el efecto de un A7 grande. De esta forma, cabe esperar que la respuesta
del sistema gobernado por la dindmica del modelo completo (con € pequeno pero no nulo)
se caracterice por la presencia de dos tipos de regimenes, uno lento o cuasi-estacionario
aproximado por el modelo limite con € = 0, y otro rapido que tiene lugar en ciertas “capas
temporales limite” para el tiempo y que le permite al sistema pasar rdpidamente de un
régimen cuasi-estacionario a otro.

Cabe senalar que en el caso particular de la cdpsula espacial existen argumentos de tipo
aerodinamico, los cuales no discutiremos aqui, que permiten esperar que este tipo de com-
portamiento para el dngulo de vuelo se pueda lograr en atmésfera densa (es decir, a baja
altura) siempre que se modifique apropiadamente la aerodindmica de la cdpsula. Sin embargo,
aun sin modificar el diseno de la capsula, el modelo reducido puede considerarse como una
aproximacion cuasi-estacionaria del modelo completo con € = 1. La evaluacion sistemética
de la calidad de la informacién que esta aproximaciéon proporciona sobre el modelo original
es un problema interesante para ser abordado en un trabajo futuro.

Mencionemos finalmente que en esta clase de situaciones, el transiente rapido no es cap-
turado por el modelo reducido con € = 0, y la descripcion cualitativa y cuantitativa de la
discrepancia entre la respuesta cuasi-estacionaria y la del modelo completo es el objeto de la
Teoria de Perturbaciones Singulares de Sistemas Dindmicos. Para una discusion sobre diver-
sos aspectos de dicha teoria y sus aplicaciones para el anélisis y diseno de sistemas dinamicos
en Ingenieria, el lector puede consultar [KKO99]. En [BaCa97| puede encontrarse un estudio
riguroso de la convergencia de la funcién valor de problemas de control éptimo donde la
dindamica presenta perturbaciones singulares analogas a la presentada aqui. Ninguno de estos
puntos es desarrollado en este trabajo.

4.3.3 Reformulacién del problema modelo reducido

En lo que sigue, vamos a reformular el problema (0-PM,,,) de una forma més conveniente
para los calculos y su andlisis. Para esto, comencemos por recordar las expresiones para el
arrastre D y la sustentacién L dadas por (4.1.2). Notemos que en las aplicaciones la funcién
[—7/2,7/2] 3 a— Cp(a) es continua y en consecuencia cp([—m/2,7/2]) es un intervalo que
denotaremos por [i1,is]. Aunque esta funcién no necesariamente es inyectiva, esto permite
considerar directamente el coeficiente Cp como un control y en la practica se debe ajustar a
para obtener el valor deseado de Cp. Una discusiéon similar es valida para Cp, sin embargo,
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debemos recordar que debe satisfacerse la ecuacion analitica

B 2
Cr(a)Spoexp(—h/ho)v cosﬁ+< v H >COS’Y.

0= 2mu Re+h  v(Re+h)?

Esta ecuacién determina el valor de cos 3 en términos de h y v, del control a y de cos~,
permitiendo asi recuperar el segundo control (. De esta forma, podemos considerar cos-y
como control en lugar de 3. Todas estas consideraciones junto con el cambio de variable

s=siny € [-1,1]

permite reformular el problema (0-PM,,,) como sigue:

( T v
min/ [— V1 — s?|dt,
0

$,Cp Re + h
h = vs,
v =—CpKv? exp(—h/hy) — ﬁs, (PMR)

v? exp[—h/(2h0)] < Gmaz
h(O) = ho, ’U(O) = Vo,
(h,v)(T) € T,

L (5,Cp) € [—1,1] X [i1, 2],

donde g
K — Por

2m
Este Problema Modelo Reducido (PMR) es el que proponemos como base para el estudio
de la aplicabilidad de la programacion dindmica en este contexto. Como un primer paso en
esa direccion, en el préoximo capitulo daremos una expresion explicita para el Hamiltoniano
decentrado asociado a este problema.
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Capitulo 5

Hamiltoniano decentrado para (PMR)

En el capitulo anterior hemos introducido el Problema Modificado Reducido (PM R) que se
inspira en los modelos asociados a la reentrada atmosférica de una nave espacial. Proponemos
considerar el problema (PM R) como base para el estudio de la aplicabilidad de la progra-
macién dinamica en este contexto. Como un primer paso en esa direccion, en este capitulo
damos una expresion explicita para el Hamiltoniano decentrado asociado a este problema.

5.1 Notaciones preliminares

Para (PMR) el Hamiltoniano decentrado se escribe:

“1%s<1 | R.+h

11<Cp<ia

H* = min { ! V1 — 524+ wvsF(s,Cp)
(5.1.1)
+ (—CDKUQ eXp(—h/ho) - gs) G(s, C’D)}

donde
ALV sivs >
Fe.0p) = {30 siro20
AV sivs <0,
Gs.Cp) = A*E;VJ s? —C’Dsz exp(—h/hy) — gs > 0,
AV st —=CpKv?exp(—h/hg) — gs <0.

Al definir a = %5 > 0, b = pov® exp(—h/hg) > 0, P(s,Cp) = vF(s,Cp) — gG(s,Cp) y

Q(s,Cp) = —bG(s,Cp) reescribimos (5.1.1) como

H* = 7{21’21 { —aVv1—s24+ P(s,Cp)s+ Q(s, C’D)CD}. (5.1.2)
i1<Cp<iz
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Cp

12

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, gb—l

Ay

i1

’yé -1 71 1 U

Figura 5.1: Descomposicién de A cuando sy < —1

Podemos describir A := [—1,1] X [i1,1s] = A; U A3 U A3, donde
Ay ={(s,Cp) € A, s > 0}, (5.1.3)
Ay :={(s,Cp) € A,s < 0,bCp + gs <0}, (5.1.4)
As:={(s,Cp) € A,s < 0,bCp + gs > 0}, (5.1.5)

y de esta manera reescribir (5.1.1) como:

H* = min{min L(s, Cp), min L(s, Cp), min L(s,Cp)} (5.1.6)
Ay Ao As

donde L(s,Cp) = —av/'1 — s+ Ps+ QCp. Observemos que L es una funcién continua en A
y , por otra parte, F' y G son funciones constantes en cada A;, i = 1,2, 3. Consequentemente
P y @ también son constantes en cada A;. Notaremos

7

H* =min L(s,Cp), i=1,2,3.
Ay

En lo que sigue, nos concentraremos en calcular Hii. Notaremos ademds s; = —bg 'i;,
j = 1,2. En la figura 5.1 se puede apreciar la descomposiciéon de A en A;, As y Az cuando
Sy < —1.
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5.2 Minimizando sobre A;

A continuacién calcularemos Hli. Para esto observemos primero que las variables s y Cp
estan desacopladas en A; y luego Hif se descompone como

Hif = min {—a\/l — 52+ Ps} + min QCp (5.2.1)
0<s<1 i1<Cp <is
donde P = P(s,Cp) es el valor que toma la funcién P en A; y Q = Q(s,Cp) es el valor que
toma la funcién @) en A;.
Procederemos a encontrar el minimizador! s* para el primer problema de minimizacién
en (5.2.1).
Si s* € (0,1) es un minimizador entonces satisface la condicién de optimalidad

as

——+ P =0. 0.2.2
— (522)
Observemos que  : [—1,1] — R definida por x(z) = 7z es una funcién biyectiva cuya

. ’ _1 . €T . ’ . .7
inversa estd dada por £ (2) = 7= Luego, (5.2.2) tiene como tnica solucién

-P
Va2 i P2
Si P < 0 entonces 0 < § < 1 y luego en este caso s* = 5. En cambio, si P > 0 entonces

s < 0y usando la convexidad de la funcién objetivo, concluimos que s* = 0. Podemos ahora
escribir el valor del primer problema en (5.2.1):

{—\/@2 TP §iP<O,

—a si P> 0.

VAR

= k! (—a’lP) =

(5.2.3)

El segundo problema en (5.2.1) es lineal y por lo tanto, bastard buscar un minimizador
en {iy,i2} y de esta manera, el minimo para este problema es:

Qil si Q 2 07
Qig si Q < 0,

con lo que tenemos la siguiente expresién para Hi

min{Qil, QZQ} = {

—a + Qi si P>0,Q <0,
—a + Qiy siP>0,Q>0,
Va2 + P2+ Qiy, siP<0,Q<0,
—Va@+P2+Qiy siP<0,Q>0.

Hf = (5.2.4)

lel cual existe y es tinico, pues estamos minimizando una funcién estrictamente convexa en un conjunto
convexo compacto
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5.3 Minimizando sobre A,

Calcularemos ahora HZi. Notemos que A, es convexo pues esta definido por desigualdades
lineales.

Definamos C'(s) = —b!gs. Es facil observar que si s; < —1 entonces Ay = () pues la
condicién Cp < C(s) implica que Cp < C(s1) = i;. Podemos suponer que s; > —1. Por la
misma razon, no existen controles factibles tales que s > s;. Para encontrar un minimizador
(s*,C}) deberemos distinguir en tres casos:

Primer caso: () >0

Si (s*,C%,) es un minimizador, entonces necesariamente C, = i;. En caso contrario, elegimos
a = (s*,Cp) con Cp € [i1,C}). Es facil ver que « estd en A y ademds L(a) < L(s*,Cp)
si @ > 0, luego (s*,C7) no es un minimizador (Cuando @ = 0, L no depende de Cp luego
podemos suponer que C7, es igual a i1). Esta observacién nos permite reducir la reduccién
del problema, pues bastard encontrar s* minimizador de

in L ).
Jpin Lls, i)

Es claro que si s* € (—1, s1) entonces debe satisfacer la condicién de optimalidad
as

Vv1—3s2

cuya unica solucion es, como ya vimos,

+P=0

—P
NEEw

Usando la convexidad nuevamente concluimos que si 5 < s; entonces s* = sy si § > §;
entonces s* = sj.
Segundo caso: () < 0
Sea (s*,C%) un minimizador. Si suponemos que Cj, < C(s) A iy existirda Cp € (C,, C(s)]
tal que (s*, Cp) sigue siendo factible y ademas L(s*,Cp) < L(s*,C})), lo que contradice que
s*, C'})) sea un minimizador. Por lo tanto C}, = C(s) A is.

S =

Nos serd titil definir la siguiente funcién auxiliar L : [—~1,0] — R como L(s) = L (s, (C(s) A ia) Viy),
pues nuestro problema, en este caso, es equivalente a
min {L(s)}. (5.3.1)
s€[—1,s1]

Tenemos ademas las siguientes propiedades basicas sobre L.

Lema 5.3.1. L es una funcidn diferenciable en (—1,0)\ {s1, s}. Suponga ademds que Q < 0
entonces L es convera en (—1, 1) y su subdiferencial estd dado por:

{ 42 +P} St 8§ < 8g,

1—s2
OL(s) =< [P, P] Si 8 = Sg,
{ = +P} 518 > 89,
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para todo s € (—1,51) donde P = P — b~ 1gQ.

Sea ahora s* un minimizador de (5.3.1) en [—1,s;]. Dado que L'(—1%) = —o0 es claro
que s* # —1, es decir, s* € (—1, s1]. Supongamos que s* # s, entonces satisface

0 € dL(s"). (5.3.2)
Para resolver (5.3.2) debemos dividir en varios casos:

o s* € (—1,55V —1). Sisy <—1entonces (—1,5,V—1) =0 y no hay nada que hacer. Si

s9 > —1 entonces s* satisface
as

V1—s?

Pero la unica solucién para esta tdltima ecuacién es (como vimos en el caso @) > 0)

P

luego la tnica posibilidad para que s* esté en este intervalo es que s lo esté y en ese
caso s* =35

§=—

e s* = sy(sy > —1). En este caso se tiene que P < 0y P > b"1gQ es una condicién
suficiente para que sy sea un minimizador.

® s> 55V —1. en este caso s* es solucidén de
as _

—TS2+P:O

Pero usando los argumentos usados en el cdlculo de Hi es ficil ver que la tinica solucién
de la ecuacion anterior es _
P
—y Y
Va? + P?
y luego, la tinica posibilidad para que s* esté en este intervalo es que 5 esté en (saV—1, $1)
y por lo tanto s* = 5.

§=—

Con todo esto podemos escribir H3 como sigue:

(L(s1 A5,i) siQ>0
L(8,12) si@ <0,5€e(—1,s,V—1)
HF = L(sa, i) siQ<0,P<0,P>b1¢gQ,s>—1 (5.3.3)
L(5,C(5)) siQ<0,5€(—s2V—1,5)
\L(sl,il) si no
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5.4 Minimizando en Aj

Para este subproblema, nuevamente debemos distinguir segun el signo de ). Observemos
primero que si s < sy entonces (s,Cp) no puede ser factible. Serd 1itil entonces denotar
§2 = S92 vV —1.
Primer caso: () <0
Sea (s*, C%) un minimizador para Hj . Se tiene que C}, = iy pues de otro modo (s*, CF,+¢ con
¢ > 0 suficientemente pequeno sigue siendo factible y ademés L(s*, Cj, +¢) = L(s*,C}) + ¢,
es decir L(s*,C} + ¢) < L(s*,C}) donde la desigualdad es estricta si Q # 0. Si @ = 0
entonces L no depende de Cp y sin perder generalidad podemos suponer que C7, = iy. De
esta forma, el problema se reduce

min L(s,is).

[32,0]
y s* es un minimizador de este problema. Si s* € ($,0) entonces debe satisfacer la condicién

de optimalidad
as

s
Pero ya sabemos que § es la tunica solucién de esta iltima ecuacién. Luego, s* € (§5,0) si
y solo si § € (82,0) y ademds se tiene que s* = 5. Si § no estd en dicho intervalo, entonces
s* € {s9,0} si s > =1y s* = 05si sy < —1, pues como ya dijimos, —1 no puede ser un
minimizador puesto que la derivada parcial de L con respecto a s tiene a —oo cuando nos
acercamos a —1.
Segundo caso: ) > 0
Sea (s*,C})) un minimizador para HfPor el mismo tipo de argumentos que los ya usados,
en este caso se tendra que C}, = C(s*) V i;. Luego s* debe ser un minimizador de

Fll,(rﬁL(S, C(s)Viy) = [rpl’al_}(s).

Lema 5.4.1. Asuma Q > 0. Entonces L es convexa en (33,0) y su subdiferencial estd dado

por
{\/%4—}5} si s < 8,
OL(s) =< [P, P] st s = $1,
\/%—I—P} st s > 81,

para todo s € (82,0).

Dependiendo de los valores de § y de 5 calcularemos s* de manera analoga a la subseccion
anterior.

e s* estard en (8g, s1) si satisface la condicién de optimalidad

as -
— 2 L P=0
V1—s?
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cuya unica solucién es §. Luego s* estd en (8o, 1) si y solo si § € (8,51) y entonces
o
s* =3s.

e s" =5 siP>0yP<blgQ.

e s* estard en (sg,0) si satisface la condicién

y esto ocurre si y solo si § € (s1,0) y entonces s* = s.

e Si ninguno de los casos anteriores ocurre entonces s* € {$3,0}.

Finalmente podemos escribir Hi* como

L(§ i) siQ <0,5 € (8,0)
L(52,12) siQ <05 € (1,5)
L(0, 5) §iQ<05>0
Hy =< L(5,C(5)) siQ>0,5¢€ (5,81)
L(s1,11) si@>0,P>0y P<b 19Q
L(3,i1) si@ >0,5 € (s1,0)
| min(L(82,42), L(0,41)) siia
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Conclusiones y trabajo futuro

En la primera parte de este trabajo revisamos la teoria de soluciones continuas de viscosidad
para la ecuacién de HJB, mostrando que esto permite caracterizar la funciéon valor para una
amplia clase de problemas de control éptimo a horizonte infinito.

Luego estudiamos ademés un método de diferencias finitas para la ecuacién de HJB: el
método decentrado. Discutimos las dificultades de implementacion y, siguiendo la literatura,
dimos algunas ideas para resolver dichas dificultades. En particular modificamos el método
decentrado via truncamiento e introduccién de condiciones de borde artificiales, y observamos
que el método modificado aproximaba la funcién valor de un problema de control modificado.

En la primera parte de este trabajo revisamos la teoria de soluciones continuas de vis-
cosidad para la ecuacion de HJB, mostrando que esto permite caracterizar la funcion valor
para una amplia clase de problemas de control éptimo a horizonte infinito.

Luego estudiamos ademas un método de diferencias finitas para la ecuacion de HJB: el
método decentrado. Discutimos las dificultades de implementacién y, siguiendo la literatura,
dimos algunas ideas para resolver dichas dificultades. En particular modificamos el método
decentrado via truncamiento e introducciéon de condiciones de borde artificiales, y observamos
que el método modificado aproximaba la funcién valor de un problema de control modificado.

Si bien para el problema del auto-cohete no existen, a nuestro conocimiento, teoremas
que garanticen la convergencia del método decentrado truncado, el método en la préactica
se comporto relativamente bien. Sin embargo, se observa que la condicién de borde artificial
afecta la aproximacion. Para estudiar con mas profundidad este aspecto, una posible direccion
seria estudiar primero las caracterizaciones que existen para la funcién valor cuando ésta es
discontinua, para luego ver cémo traducir las condiciones de borde, que se interpretan en
ciertos sentidos débiles, a métodos numéricos y de esta forma tomar en cuenta en el método
la discontinuidad asociada a la técnica de truncamiento.

Otro factor importante en la calidad de los resultados es el perfil desconocido a priori de
la funcion valor y en particular de los puntos donde ésta no es diferenciable. Es importante
entonces estudiar métodos de orden superior y de mallas adaptativas que permitan mejorar
el error en dichos puntos.

La condicién de estabilidad nos imposibilita la creacion de mallas adaptativas, por lo que
no podemos recomendar el método decentrado, si no la variante dada por Falcone. Notemos
ademads que para la version de Falcone, via la aproximacién semidiscreta, resulta natural como
plantear algoritmos de orden superior. Este es un tema de mucho desarrollo en la literatura
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actual y seria una linea de trabajo interesante para futuros desarrollos.

la segunda parte de este trabajo se estudiaron varios modelos de interés en Ingenieria
Aeroespacial, utilizados para describir y optimizar la trayectoria de reentrada atmosférica
de una nave o capsula espacial. Motivados por la dificultad que tiene la aplicacion directa
del enfoque de este trabajo a estos problemas, se propone lo que llamamos el Problema
Modelo Reducido (PMR), un problema de dimensién 2 tanto en estado como en control que
obtenemos a partir de una perturbacién uniparamétrica de una modificacion del problema
de maximizacién de la latitud final de la nave. Finalmente, damos una expresion analitica
del Hamiltoniano decentrado para el problema PMR, lo que permitiria reducir el tiempo de
ejecucion del algoritmo. Se trata de un paso importante pero no suficiente para la aplicacién
completa del método decentrado en este contexto. . La continuacion natural de este trabajo
es la aplicacién de este u otro método al problema PMR junto con el posterior analisis de los
resultados obtenidos.
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