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Camino minimo

Sea G = (V, E) un grafo dirigido con pesos d. > 0 en los arcos e € E. Sean
s,t € V dos nodos fijos y denotemos mediante 7¢, 7t € RIV! los potenciales
de camino minimo

77 = longitud de un camino minimo desde s hasta i,

7! = longitud de un camino minimo desde i hasta .

a) Proponga un algoritmo eficiente (dentro de los vistos en clase) para
calcular 7° y «?, indicando su complejidad.

b) Sea ey € E un arco dado. Probar que el camino mds corto de s a ¢
que utiliza el arco ey tiene longitud

L(eg) := T (egy + ey + Moy

¢) Utilice lo anterior para construir un algoritmo que calcule simultinea-
mente el camino mas corto de s a ¢, y el segundo camino mas corto
de s a t. Como se ve afectada la complejidad del algoritmo?

Arbol generador de peso minimo
Sea G = (V, E) un grafo conexo y 7 : E — R una funcién de peso sobre
los arcos. Para cada ciclo C sea ¢(C) un arco de peso méximo en C.

(a) Probar que si C es un ciclo y A C E es un éarbol tal que e(C) € A,
entonces existe un segundo drbol A’ C E tal que 7(A") < w(A) ye(C) ¢ A'.

(b) Deducir la correctitud y finitud del siguiente algoritmo para determinar
un arbol generador de peso minimo: partiendo con A = FE repetir el ciclo

While “(V, A) contiene un ciclo C” do A+ A\ {e(C)};

(c) Admitiendo que existe un algoritmo que detecta un ciclo en un grafo
de k arcos en un tiempo O(k), deducir la complejidad O(|E|? — |V |?) para
el algoritmo anterior.

Problema del Mdzimo Cuello-de-Botella
Sea G = (V, E) un grafo conexo y ¢ : E — R una funcién de capacidad
sobre los arcos. Dados s,p € V se desea encontrar un camino de s a p cuya



P4.

capacidad sea méaxima: la capacidad de un camino C' de define como el
minimo de las capacidades de los arcos que lo componen, esto es

¢(C) = min{c(e) : e € C}.

Inspirandose del algoritmo de Dijkstra para camino minimo, proponga un
algoritmo para el problema anterior demostrando su correctitud y finitud.

Teorema de Konig-Fgervdry

Consideremos un arreglo rectangular de m x n celdas, algunas de las cuales
han sido designadas como importantes. Las filas y columnas del arreglo se
llamaréan lineas. Un conjunto de lineas es un cubrimiento si todas las celdas
importantes caen dentro de alguna linea. Por otra parte, un conjunto .S de
celdas importantes se dice independiente si ningiin par de celdas de S cae
en una misma linea. Nos proponemos demostrar el siguiente resultado

Teorema de Konig-Egervary. El nimero minimo de lineas necesarias
para cubrir todas las celdas importantes es igual al cardinal maximo de un
conjunto independiente.

Para probarlo consideremos el problema de flujo maximo en el grafo cons-
truido de la siguiente manera.

Nodos: V ={s,t} URUIUC donde R = {ry,...,7ny} representa el con-
junto de filas, C' = {¢1,...,¢,} el conjunto de columnas, e I = {iy,..., i}
el conjunto de celdas importantes.

Arcos: Los arcos con capacidad 1 son (s,r) parar € Ry (c,t) parac € C.
Los restantes arcos tienen capacidad oo y son de la forma (r, %) e (7, ¢) donde
i es una celda importante y r, ¢ son la fila y columna correspondientes a i.

(a) Probar que los st-flujos enteros se corresponden uno a uno con los
conjuntos independientes de celdas importantes.

(b) Probar que los st-cortes de capacidad finita se corresponden uno a uno
con los cubrimientos.

(c) Concluir el teorema.

(d) Indicar como se recupera un cubrimiento 6ptimo a partir de un flujo
optimo.



