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1.

Trabajo dirigido

Condiciones de optimalidad de primer orden

Consideremos una funcién f : C C R" — R diferenciable. Recordemos que el cono de direcciones
tangentes en z* es To(x*) = {d € R" : I(an)nen C R, (dp)neny € R a0, — 0,dy, — d, 2% 4+ ady, €

o}

1.1.

Condiciones de optimalidad de primer orden caso general

Supongamos que z* € C' es un minimo local de f. Entonces Vd € T (x*), V f(z*)d > 0

1.2,

Condiciones de optimalidad de primer orden: C convexo

Si C es convexo entonces To(x*) = Ry (C — x*). Luego, si 2* € C es un minimo local de f
entonces Vo € C,Vf(z*)(z —x*) > 0.

1.3.

Problema convexo

Si C' es convexo y f es una funcién convexa, entonces * € C' es un minimo local de f si y sélo
siVe e C,Vf(z*)(x —z*) > 0.

Nota: En todos los casos, si * pertenece al interior de C, entonces T¢(z*) = R™ y por lo tanto
la condicién de primer orden es que V f(z*) = 0.

2.

P1.

Ejercicios

Considere f : R" — R diferenciable y tal que limy|—o f(#) = +00. Muestre que f tiene un
minimo global. En particular, estudie la funcién g(z) = %a:tQm +b-x, donde b € R" y @ es
una matriz definida positiva.

SOL.:

Consideremos C = f~!(—o0, f(0)+1]. Es claro que C es no vacio. Ademés, como f es continua
C es un cerrado, y como lim||; (| f(7) = +00 entonces C' es acotado. Luego C' es compacto,
entonces f alcanza su minimo x* en C. Fuera de C todos las iméagenes de f son mayores a
cualquier punto en C, por lo tanto z* es un minimo global.

Para el caso en que g(z) = 22'Qz+b-x, como Q es definida positiva, entonces z'Qz > A||z||?
donde A\ > 0 es el menor valor propio de @ (esta propiedad se puede demostrar con propiedades
tipicas de dlgebra lineal, sin embargo la probaremos mas adelante). Asi lfm)|y|—q g(z) = +00



P2.

y por lo tanto g tiene un minimo global z* € R”. Luego, la condicién de primer orden implica
que
Vg(z*) =Qz*+b=0

y por lo tanto z* = —Q~'b.

Sea h : [0,1] — [0,400) una funcién continua. Estudie la existencia y caracterizacién de
minimos de

1
h(z)dx + c3 / h(z)dx

T1+T2

T1+T2

1
f(fEl, $2) =bix1 + boxs + 1 / h($)d$ + CQ/
0 T
sujeta a que z1,x2 > 0y que 1 + z9 < 1. Las constante ¢;, b; son todas positivas.

SOL.:

Notemos que las restricciones definen un conjunto C' convexo compacto (un tridngulo en el
plano, con vértices en (0,0), (1,0) y (0,1)). La funcién f es diferenciable y estd restringida a
un compacto, por lo tanto tiene un minimo global x* = (27, z3). Si asumimos que z* estd en
el interior de C, luego V f(z*) = 0, es decir

b1 + (c1 — c2)h(x]) + (c2 — c3)h(x] +25) =0
by + (62 — Cg)h(LET + CCS) =0

Veamos otros casos, donde el 6ptimo no esta en el interior de C"

Caso z7 =0, y x5 € (0,1)

Supongamos que ] =0, y z2 € (0,1) . La condicién de primer orden es Vo € C, V f(z*)(x —
x*) > 0, pero en este caso (z — z*) es un vector que es su primera componente sélo puede

tener valores > (, mientras que en la segunda componente puede tener valores negativos y
positivos. Por lo tanto en este caso la condicién de primer orden es:

b1+ (c1 — c2)h(x]) + (ca — c3)h(x] + x3) >
by + (CQ — Cg)h(ﬂf{ + Jf;)

0
0

Caso 2] =0, y 25 € (0,1)

Supongamos que x5 = 0, y 1 € (0,1) . Por un argumento anédlogo al anterior, la condicién
de primer orden es:

b1 + (c1 — ea)h(x]) + (c2 — e3)h(x] +25) =0
by + (ca — e3)h(z] +25) >0

Caso 2] >0,y 2o+ 2] =1
No es dificil ver que (—1,1) y (1,—1) son direcciones tangentes en z*. Luego la condicién
Vd € To(z*), V f(2*)d > 0 implica
—[b1 + (e1 — c2)h(a}) + (c2 — e3)h(a] + 23)] + [b2 + (c2 — c3)h(a] 4+ 23)] 2 0
[b1 + (c1 — c2)h(2]) + (c2 — e3)h(a] + x3)] — [ba + (c2 — c3)h(x] +23)] = 0

y entonces



b1 + (Cl — Cz)h(ﬂﬁ) —by=0

Por otro lado (0, —1) tambien es una direccién tangente (pero no lo es (0, 1)). Luego

0 [b1 + (1 = ea)h(a1) + (cg — ea) (a1 + 23)] — [b2 + (c2 — c3)h(z] + 23)] = 0

entonces

* *
by + (c2 —e3)h(x] +23) <0
Se concluye que en este caso las condiciones necesarias son:

by + (Cl — CQ)h(CCT) —by=0
by + (co — c3)h(x] +23) <0

Caso z* es un vértice del triangulo

Las condiciones necesarias en este caso no entregan mucha informacién extra.

3. Condiciones de optimalidad de primer orden: Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT)

Consideremos el problema (P):

donde todas las funciones son C'.

Sin dar detalles sobre la definicién de un punto regular, diremos que si un punto xz* es regular,
entonces satisface las hipdtesis necesarias para usar el teorema de KKT. Es importante tener en
cuenta que la regularidad de un punto estd relacionado con las restricciones, no con la funcién
objetivo.

3.1. Teorema de KKT

Para el problema (P), sea z* un minimo local regular. Luego existe un vector A € Rl y un
vector 1 € RUI con p > 0 tal que

V(™) + Z A;jVh;(z*) + Z wiVgi(z*) =0
jeJ icl
pigi(z*) =0, Vi€ I

Si ademés el problema (P) es convexo, es decir, h; son funciones lineales afines, g; son funciones
convexas y f es convexo, entonces la condicion anterior es también suficiente para que z* sea un
minimo global (si f es estrictamente convexo, entonces el minimo es tinico).



3.2.

Condiciones suficientes de regularidad

Hay dos condiciones que veremos para que x* sea regular. Consideremos el conjunto de restric-

ciones

do
9i(z")

hi(z) =0, j€J

nde todas las funciones son C'. Sea z* un punto factible. Denotemos por I(z*) := {i € I :
= 0} el conjunto de las restricciones activas para z*.

3.2.1. Independencia Lineal de Gradientes Activos (ILGA)

Se

a z* un punto factible, tal que {Vh;(z*)}jes v {Vgi(¥*)}icr(a+) son vectores linealmente

independientes. Entonces x* es regular.

3.2.2. Condicién de Slater

Supongamos que el conjunto de retricciones es convexo, es decir, h; son funciones lineales afines

y ¢; son funciones convexas. Si se satisface la condiciéon de Slater:

JzeR":g;(2) <0Viel, hj(z)=0VjeJ

entonces todo punto factible es regular.

4.

P3.

Mas problemas

Sea @ una matriz de n x n simétrica. Muestre que z!Qx > \||z||?>, Vo € R", donde A\ =
min{\ : A es valor propio de Q} y que la igualdad se alcanza con el vector propio asociado
al valor propio A.

SOL.:

Consideremos el problema no convexo (P3)

min ' Qux
sa zlr =1
Tz € R"

Sabemos que (P3) tiene solucién, pues el conjunto de restricciones es compacto y la funcién
objetivo continua.

Definamos h(z) = 1 — x'z (notar que esta restricciéon equivale a decir que ||z|| = 1). Aqui
s6lo hay una restriccién de igualdad: h(x) = 0. Notar que Vh(xz) = —2z, y por lo tanto es
linealmente independiente si z # 0. En este caso, todo punto factible es distinto de cero, y
entonces todo punto factible es regular (por ILGA). Entonces la solucién x tiene que satisfacer
las ecuaciones de KKT:

2Qr — X2z =0
para algin A € R, es decir, Qx = Ax.

Esta udltima ecuacién caracteriza a los candidatos a Optimo: tienen que ser vectores propios
(cuyo multiplicador KKT asociado es su valor propio). Como @ tiene una base de n vectores
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propios de normalizados, entonces tenemos que cada uno de estos es un candidato a minimo
(es decir, tenemos n candidatos). Sea x; un vector propio normalizado y A su valor propio
real asociado, luego

2, Q= Mellzxl[* = X

Como estos son todos los candidatos a éptimo, se concluye que la solucién a (P3) es el vector
propio normalizado asociado al menor valor propio .

t —
Para concluir, notemos que lo anterior implica que para x # 0 Q> A, vy entonces x'Qx >

~ IEE
A|z]|?, Vo € R™

Considere el problema

min Zx% + 2x129 + x% — 1021 — 10z9

sa ?4+23<5 (1)
3x1+22 <6 (2)
r eR"

Escriba las condiciones KKT y encuentre el minimo.
SOL.:

El problema tiene solucién, pues el conjunto de restricciones es compacto, y la funcién objetivo
continua.

Notemos que las restricciones son convexas, asi con T = 0 se satisface las condiciones de
Slater, y entonces todos los puntos factibles son regulares.

Ademds, la funcién objetivo es estrictamente convexa. En efecto

t
21
f(x1, ) := 2x% + 2z 29 + x% — 1021 — 1029 = 1 ) _ 1021 — 10z9
T2 11 X9

y la matriz <? 1) es definida positiva.

La condicion de KKT es

41 + 229 — 104+ 2121 + 3p2 =0
211 + 220 — 104+ 2120 4+ 2 = 0
1 >0, po >0
pi(x? + 23 —5) =0
u2(3x1 +x2 —6) =0

Para encontrar una solucién definimos varias combinaciones de restricciones activas. En este
problema podemos probar con ninguna restriccion activa, una o dos restricciones activas.

Restriccion (1) inactiva y (2) restriccién activa

Suponiendo eso tenemos
41 + 229 — 104+ 2121 + 3p2 =0

2x1 + 220 — 104+ 2120 4+ g = 0



3r1+x2=26

y 1 = 0 (pues (1) esta inactivo).
Despejando xo
4x1+2(6 —x1) — 10+ 3u2 =0
2$1+2(6—$1)—10+H2 =0
multiplicando por -2 la primera y sumando tenemos que 5us = —2, lo cual contradice que
2 > 0. No tenemos solucién al sistema KKT.
Restriccion (1) activa y restriccién (2) inactiva

Suponiendo eso tenemos
4z + 229 — 10+ 2121 =0

221 + 220 — 104 2122 = 0
x% + :U% =5
y p2 = 0 (pues (2) esta inactivo). El sistema anterior tiene la solucién x1 = 1, xo = 2, u; = 1.

Luego, como el problema es convexo y como f es estrictamente convexa r; = 1,29 = 2 es el
optimo global tnico. Como es Unico, no seguimos buscando.



