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Pregunta 1: Sea 
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a) Calcule 
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b) Deduzca un estimador insesgado 
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 de 
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 basado en una muestra aleatoria simple de tamaño n.

c) Calcule la varianza de 
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Pregunta 2: 

Se considera una distribución de Poisson de parámetro 
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Encuentre el estimador de Bayes de 
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 para una función de perdida cuadrática. ¿Es asintoticamente insesgado? ¿Es consistente?

Pregunta 3: 

a) Sea una muestra aleatoria simple 
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b) Calcule la esperanza y la varianza de X (Se recomienda usar la función generatriz de los momentos de X).

c) Encuentre el estimador de los momentos 
[image: image26.wmf]1
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 de 
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. ¿Que inconveniente puede tener? ¿Es insesgado? ¿Es consistente?

d) Encuentre el estimador de Máxima Verosimilitud 
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 de 
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. ¿Es asintoticamente insesgado? ¿Es consistente? (Se recomienda usar la función generatriz de los momentos de 
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Pregunta 4: Sea una muestra aleatoria simple 
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a) Muestre que 
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b) Deducir el estimador 
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 de Máxima Verosimilitud de 
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 conocido.

c) Calcule la esperanza y la varianza de 
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d) Dé el estimador de Máxima Verosimilitud de 
[image: image39.wmf]b

. Justifique.

e) Muestre que el estimador
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 es de mínima varianza entre todos los estimadores insesgados de 
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Pregunta 5: Se consideran dos variables normales, 
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. Se tienen dos muestras independientes: una muestra aleatoria simple 
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 de X y una muestra aleatoria simple 
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 de Y. Se consideran todos los estimadores de 
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 de la forma 
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a) Determine una condición sobre los coeficientes ai y bj para que el estimador 
[image: image48.wmf]m
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 de 
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 sea insesgado.

b) Determine los coeficientes ai y bj para que el estimador 
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 de 
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 sea insesgado y de varianza mínima. Deduzca la expresión de 
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c) El estimador 
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 de 3.2 es de mínima varianza entre los estimadores insesgados de la forma 
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. Usando la desigualdad de Cramer-Rao verifique si 
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 es de mínima varianza entra todos los estimadores insesgados de 
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Pregunta 6: Para las próximas elecciones municipales, un alcalde debe decidir si postular o no a su reelección.  Sea p la proporción de votantes que votaría por él. Suponga que el alcalde contrata a un consultor para que estime p a partir de una encuesta. El consultor observa que de un total de n encuestados, un número z votará por el alcalde. El alcalde lo contrató a Ud. como experto en Estadística para que le ayude a tomar una decisión respecto de su postulación. 

a) Suponga que Ud conoce toda la información de la muestra; es decir, que observa las respuestas 
[image: image57.wmf]i
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 entregada por cada uno de los encuestados i. Demuestre que el estimador de máxima verosimilitud para p está dado por: 
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b) Verifique si el estimador 
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 es consistente.

c) Verifique si la varianza del estimador 
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 alcanza la varianza mínima para los estimadores insesgados.

d) Suponga ahora que, dada su experiencia en elecciones anteriores, el alcalde le comunica que cree que el parámetro p se distribuye a priori según una distribución Beta(1,2). Si la función de pérdida es cuadrática, determine el estimador 
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e) Calcule los errores cuadráticos medios de los estimadores 
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f) Determine para qué tamaños muestrales n se tiene que: 
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Pregunta 7: Una fabrica de chocolate encargo a dos empresas de estudios de mercados FRIC y FRAC que estimen el consumo promedio mensual 
[image: image69.wmf]m

 de chocolate per capita en la población chilena. La empresa FRIC obtiene los consumos mensuales de chocolate per capita sobre una muestra aleatoria simple 
[image: image70.wmf]}
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 y la empresa FRAC una muestra aleatoria simple 
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(a) Calcule la esperanza y la varianza de ambos estimadores en función de la varianza 
[image: image81.wmf]2
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(b) Sea 
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(c) La fabrica propone ahora tres estimadores para la varianza 
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 del consumo de chocolate en la población:
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¿Cuales de estos estimadores son insesgados?

d) Bajo el supuesto de normalidad del consumo, dé las distribuciones de los estadísticos 
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e) Deduzca las varianzas de 
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f) Concluye sobre cual de los errores cuadráticos medios 
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Pregunta 8: Se considera n valores muestrales {x1, x2,...,xn} en donde los 
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f) Cuando 
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Pregunta 9: Sea una muestra aleatoria simple 
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 parámetro desconocido y a>0  parámetro conocido.

a) Muestre que 
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b) Encuentre el estimador de Máxima Verosimilitud 
[image: image123.wmf]q
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 de 
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c) Calcule la esperanza y la varianza de 
[image: image125.wmf]q

ˆ

. Deduzca que 
[image: image126.wmf]q

ˆ

 es consistente .

d) Utilizando la desigualdad de Cramer-Rao averigüe si el estimador 
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 es de mínima varianza entre todos los estimadores insesgados. 

e) Se supone ahora que 
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 es conocido y a desconocido. Encuentre el estimador de verosimilitud de a. 

Pregunta 10: Se considera n datos de temperaturas independientes {x1, x2,...,xn} en grados Celsius con 
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 iesimo  valor cuando se ordenan los valores y la moda como el valor más frecuente:  
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a) Muestre que  la media 
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b) Muestre que la mediana 
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c) Si pasamos de grados Celsius a Fahrenheit: y=1.8 x + 32. ¿Como se transforman la media 
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d) Se consideran los valores 
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Pregunta 11
Sean 
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a) Determine el estimador de máximo verosimilitud para 
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Pregunta 12
Supongo que 
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 es la media de una muestra aleatoria de tamaño n de una población de media 
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 y varianza 
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(a) ¿El estimador 
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 es insesgado?

(b) ¿Cuál es el valor de a para que la varianza de 
[image: image173.wmf]m

ˆ

 sea mínima?

Pregunta 13
Una fábrica estudia la calidad de sus productos que son ampolletas de 100W. El investigador del estudio se interesa en conocer  la distribución de la duración de vida de las ampolletas para lo cual utilizará una muestra aleatoria simple de tamaño n. Llamamos  X a la variable duración de vida de las ampolletas en horas y se supone que la población es infinita.

a) Justifique porque el investigador utiliza una muestra y no un censo para el estudio.

b) El investigador supone que la variable poblacional X sigue una distribución normal 
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 ¿Cuál es la expresión de la varianza de la media 
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 de las duraciones de vida de las n ampolletas de  la muestra en función de la varianza poblacional 
[image: image176.wmf]2

s

?    

c) El investigador supone ahora que la variable poblacional X sigue una distribución exponencial 
[image: image177.wmf])
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 ¿Cuál es la expresión de la varianza de la media de las duraciones de vida de las n ampolletas de  la muestra en función del parámetro 
[image: image178.wmf]l

?    

d) El investigador encontró una media de 1000 horas y una varianza de 800000 horas2 en la muestra que sacó. ¿Cuál debe ser el tamaño mínimo de la muestra si el investigador no quiere una varianza de la media muestral mayor que 1000 horas2 y supone

       d1)  la distribución poblacional normal?

              d2)  la distribución poblacional exponencial?

e) Si 
[image: image179.wmf])
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 con 
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  y 
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, ¿cuál es la probabilidad de encontrar una media muestral 
[image: image182.wmf]x

 a lo más de 1000 horas en una muestra de tamaño n=100 y en una muestra de tamaño n=500. (Hint: 
[image: image183.wmf]).
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f) Se supone ahora la población de ampolletas finita e igual a N=1000. ¿Cómo se modifica la    varianza de la media muestral 
[image: image184.wmf]x

?  En particular es menor o mayor que en le caso infinito.

Pregunta 14
En una fábrica se seleccionan diariamente motores y se inspeccionan hasta encontrar el primer motor defectuoso. Se llama X la variable el número de motores inspeccionados hasta encontrar uno defectuoso. 

      a)  Justifique que X sigue una distribución geométrica de parámetro p (la probabilidad de fallar) 

             (Nota: 
[image: image185.wmf]1,2,.....
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b) Sea 
[image: image186.wmf]n
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 una muestra aleatoria de n días. Encuentre el estimador de máxima        

       verosimilitud del parámetro p. 

c) Se muestra en la tabla adjunta la información del número de motores inspeccionados en un    

      registro de n=100 días.  Estime la probabilidad de que un día cualquiera se deban    

      inspeccionar más de dos motores (estricto) para encontrar uno defectuoso.

	N° motores inspeccionados 
	1
	2
	3
	4
	6
	Total

	N° días
	8
	10
	15
	25
	42
	100


Pregunta 15

Sea una cadena de producción de pernos. Se hace un estudio de control de calidad obtenido una muestra aleatoria independiente de n=200 pernos. Se observan un número K de pernos fallados.  

a) ¿Cuál es la distribución del número de pernos fallados en una muestra de 200? (es una binomial(200, p). p la probabilidad de que un perno este fallado).

b)  Si obtenemos K=16 en la muestra que puede decir de p.  Dé una precisión para el valor de p. (se estima p por K/200=0.08 y la varianza de la estimación se estima por  0.08*0.92/20=0.000368).

c)  Si queremos una varianza de la estimación de p menor que 0.0001¿cuál debe ser  el tamaño mínimo de la muestra? (0.08*0.92/0.0001=736). 
Pregunta 16
Sea X1,…,Xn una m.a. proveniente de una distribución 


[image: image187.emf]f(x,  =   (1/  )exp( - x/  )     para 0<x<    0                  otro caso  


a) Determine el estimador máximo verosímil de θ.

b) Demuestre que el estimador encontrado en a) es insesgado y que tiene varianza θ2/n.
c) Deduzca que es consistente.

d) Utilizando la desigualdad de Cramer-Rao averigue si el estimador  es de mínima varianza entre todos estimadores insesgados.

Pregunta 17
Supóngase que se va a administrar cierta droga a dos tipos de animales distintos, A y B. Se sabe que la respuesta media de los animales del tipo A es la misma que la respuesta media de los animales del tipo B, pero el valor común ( de esta media es desconocido y se debe estimar. Se sabe también que la varianza de la respuesta de los animales del tipo A es cuatro veces más grande que la varianza de la respuesta de los animales del tipo B. Sean X1,….,Xm las respuestas de una muestra aleatoria de m animales del tipo A y sean Y1,.... Yn  las respuestas de una muestra aleatoria independiente de n animales del tipo B. Finalmente considérese el estimador 

U =αXm+(1- α)(Yn   de (.

a) ¿ Para qué valores de α,  m y n U un estimador insesgado de (?
b)  Para valores fijos de m y n, ¿Qué valor de α proporciona un estimador insesgado con varianza mínima?

Pregunta 18
Suponga  que el parámetro desconocido  es  la probabilidad de éxito asociada a la distribución Bernoulli() y sea X1,…,Xn una m.a. proveniente de una población con dicha distribución.

a.1)  Determine el estimador máximo verosímil de 
a.2)  Demuestre que el estimador encontrado en a.1) es  insesgado .

a.3) ¿ Es eficiente el estimador encontrado en a.1)?  explique.

b) En contraposición al E.M.V. encontrado en a.1) un investigador propone el estimador siguiente:  T= (ΣXi +1)/(n+2)

El investigador argumenta que bajo ciertas condiciones, este estimador es mejor que el E.M.V.. Analice esta aseveración.

Indicación: suponga que n es grande de modo tal que 1/n es despreciable.
Pregunta 18
Supóngase  que X1,...,Xn constituyen una m.a. de una distribución normal con media y varianza  ambos desconocidos. Sean S02  y S12 los estimadores de que se definen como sigue:
S02  = (1/n)*  Xi - (X )2      S12 = (1/(n-1))*  Xi - (X )2

a) Verifique si son insesgados

b) Demuéstrese que el E.C.M. de S02  es menor que el E.C.M. de S12  para todos los valores posibles de y 
c) Demuéstrese que el E.C.M. de T02  es menor que el E.C.M. de S12  y S02   ,para todos los valores posibles de y   Donde T02 = (1/(n+1))*  Xi - (X )2
( Indicación: utilice la expresión 
[image: image188.emf]T = c*    X i  -    X  ) 2    

 y minimice.)
Pregunta 19
Supóngase que X1,…,Xn constituye una muestra aleatoria de una distribución normal con media ( desconocida (- ( < ( < ()  y la varianza (2  es conocida.

a) Determinar la información de Fisher In(() de la muestra.       

b) ¿La media muestral tiene mínima varianza como estimador de (? 

Pregunta 20
Supóngase que X1,…,Xn constituye una muestra aleatoria de una distribución gamma con parámetros   α  y β  desconocidos.

a) Determínese el estimador máximo verosímil deα/β
b) ¿Es consistente el estimador encontrado?
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