GUIA #10 DE EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD
MA-34A Prof. R. Gouet, 13/06/08

. Considere un rectangulo cuyos lados X,Y son variables aleatorias independientes,
exponenciales de pardmetro A = 1. Sean Z el perimetro del rectangulo y © el dngulo
que forma la diagonal con el lado mayor. Verifique que Z y © son variables aleatorias
independientes. Indicacién: Note que © sélo es funcién de U = X/Y e intente un
cambio de variables.

. Sean Xi,...,X, v.a. independientes normales, de pardmetros p = 0,0% = 1.
Muestre que la v.ia. X7 + ...+ X2, (n € IN,n > 1) tiene ley gama de pardmetros
A=1/2y p=n/2 (x* (chi cuadrado) con n grados de libertad). Indicacién: de-
muestre el resultado por induccion sobre n, para lo cual requiere poco mas que
un cambio de variable en IR?. Alternativamente, si prefiere, puede usar la funcién
generadora de momentos.

. Sean X, Y variables aleatoria gama independientes, de pardmetros respectivos (A, p)
y (A, q), donde A, p,q > 0.

(i) Muestre que la funcién generadora de momentos de X esta dada por
A p
) = [ —— t< A\
ux=(52) <

(ii) Use (i) para probar que X + Y tiene ley gama de parametros (A, p + q).
Indicaciones: Una v.a. gama de pardmetros (\,p) tiene densidad de probabili-
dad fx(z) = %. La funcién generadora de momentos de una v.a. X
se define como x (t) = E(etX).

. Dos amigas A y B van de compras y llegan a la tienda independientemente, en
instantes distribuidos uniformememente entre las 9 AM y las 10 AM. Suponga que
A permanece 10 minutos y B 15, cuando no se encuentran. Sin embargo, si ambas
se encuentran, la que debe irse antes espera a que la otra amiga complete el tiempo
que habria permanecido si estuviera sola. Se sabe A y B gastan g4 y gg pesos por
minuto, cuando estan solas, pero mientras estan juntas, gastan el doble. Calcular

(a) Probabilidad de que las amigas se encuentren

(b) E(Ta)y E(Tg), donde Ty y Ts son los tiempos respectivos de permanencia de
Ay B.
(c) Calcule E(G), donde G es la suma de los gastos de A y B.

. Sean X,Y v.a. independientes N (u,0?) y N(v,0?) respectivamente.
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10.

11.

(a) Muestre que las v.a. X =Y —pu+vy X+Y —pu—v son N(0,202) independientes.
(b) Obtenga la ley (densidad) de la v.a.

XY -—pu+v

V= .
X+Y —-—p—v

Se escogen dos puntos al azar e independientemente en una barra de largo L, de-
termindandose tres segmentos: izquierda, centro y derecha. Calcule la densidad de
probabilidad del largo del segmento central.

Una barra de largo L se rompe al azar en 2 puntos X e Y, que podemos suponer
escogidos independientemente, con ley uniforme en el intervalo [0, L]. Calcule la
probabilidad de que pueda construirse un triangulo con los segmentos obtenidos.

Sea N una v.a. de Poisson de parametro A. Suponga que se observa N y luego se
hacen tantos lanzamientos independientes de una moneda cargada (con probabilidad
de cara p) como indica el valor de N. Sea M la v.a. correspondiente al nimero de
caras obtenidas. Muestre que M tiene ley de Poisson con pardmetro Ap. Indicacién:
considere la ley condicional M|N y utilice la regla de probabilidades totales.

Sean X e Y variables aleatorias absolutamente continuas, con densidad conjunta
flx,y) = (1+2y(z? —y?))/4, para |z|, |y| < 1y f(z,y) = 0 en otro caso. Determine
la densidad de probabilidad de Z = X + Y.

Sean X;, X, variables aleatorias independientes, cada una con densidad f(z) =
4r — 3220 <z <1y f(x) =0 en otro caso. Sea Y = X7 — X,. Calcule

(a) E(Y)
(b) V(Y)
(c) P(Y =0)

Sean X e Y variables aleatorias absolutamente continuas, con densidad conjunta
f(z,y) = Ke=™a{=y} para .,y >0y f(x,y) = 0 en otro caso.

i) Calcule la constante K apropiada y determine las densidades marginales deX
eY.

(ii) Calcule la funcién de densidad de Z = max{X,Y }.

SOLUCIONES

Basta demostrar que Z y U son independientes ya que el angulo © se relaciona con U
a través de tan © = min{U, 1/U}, es decir © = h(U). Para verificar la independencia
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hacemos el cambio de variable de (X,Y) a (Z,U), es decir Z =2(X+Y),U = X/Y.
La inversa de la transformacién se obtiene facilmente ”despejando” X e Y como
X = 2(U +1) Y = 2(UZ+1)' Para obtener el (valor absoluto del determinante del)

Jacobiano, J(z,u), calculamos las derivadas parciales

Ox U ox z oy 1 oy —z

8z 2u+1)0u  2wu+12 0z 2u+1)0u  2u+1)%

Obtenemos entonces, J(z,u) = Tarnz- Finalmente,
uz z s :
= J = ¢ 20wt+D) 20l — —
fZ,U(z7u) fX,Y (2(1},4—1)72(”4—1)) (Z7u) e 4(u+1)2
O bien,
Z _:z 1
fzu(z,u) = 16’ O 1)2,,2 >0,u>0.

Integrando con respecto a z y a u obtenemos las densidades marginales respectivas

1

- -5 5>
CESE H220

fu(u) = uz0, fz(z)=

MN

Concluimos que ambas variables son independientes porque se verifica la condicién
(necesaria y suficiente) para la independencia: fz y(z,u) = fz(2)fu(u),Vz,u. Fi-
nalmente, por resultado visto en clase, sabemos que Z independiente de U implica
Z independiente de © = h(U).

. Usemos la induccién, tal como se sugiere. Para ello hay que probar que el resultado
es cierto para n = 1 y que el caso n implica el caso n + 1. El caso n = 1 equivale
a mostrar que si X es normal N(0,1) entonces X2 tiene ley gama de parametros

= 1/2,p = 1/2. La implicancia de n a n + 1 equivale a demostrar que si U
tiene ley gama de pardmetros A = 1/2,p = 1/2 y V, independiente de U, tiene ley
gama pardametros A = 1/2,p = n/2, entonces U + V tiene ley gama de pardmetros
A =1/2,p = (n+1)/2. Pero esto ultimo es consecuencia directa de la propiedad
que se presenta en la parte (ii) de la pregunta 3. Estudiemos entonces el caso n = 1.
La funcién generadora de momentos de X? se calcula, de acuerdo con la definicién,
como

tX2 _%d 0 —ﬁ(l—%)d F
t) = = =/ ——.
Yx2(t) Craaill I i %

Usando (i) de la pregunta 3 concluimos que X? tiene ley gama de pardmetros \ =
1/2,p = 1/2. Sin usar funciones generadoras, pero en el marco de la induccién,
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procedemos como sigue: primero calculamos la ley de U = X? para X normal
N(0,1), mediante

P(U <u) = P(X? <u) = P(—/u < X <Vu) = o(Vu) — &(—V/u),

donde @ es la funcién de distribucién de la normal N(0,1). Derivamos c¢/r a u para
obtener la densidad de U

V() , V(o) P e
2 Vi Vo

Por otra parte, si V' es independiente de U, con ley gama pardmetros A = 1/2,p =
n/2, su densidad estd dada por

fu(u) =

y la conjunta de (U,V) es

u—+v
o T

VA VREII(E)

Sean S =U+V,T =V, entonces U = S—T,V =T y el determinante del jacobiano
(de la inversa) vale 1, de manera que la densidad conjunta de S, T se escribe como

fov(u,v) = fu(u)fv(v)

e 2 tz 1
fsr(s,t) = fuv(s—tt) = s>t

V(s —t) V2rtin( )’

Para obtener la densidad marginal de S debemos integrar la conjunta con respecto
a t. La integral a calcular es
S tn/2_1
/0 s—t

Mediante el cambio de variable sz = t llegamos a

/2

- / 1 n2 (1 - V2 tdr = 2 B(ng2,1/2)
x - r=——=b(n/2, ,
0 \/g

N

donde B(a,b) es la funcién Beta (que aparece como constante de integracién en la
densidad beta) y que se relaciona con la funcién gama mediante la identidad

B(a,b) = ——~=



Obtenemos
sqn/2=l §n/2 7 (n/2)0(1/2)

o Vs—t Vs T((n+1)/2)

y la marginal fg quedaria entonces como

e £ s 25n/2—1 B s"/2_1/26_5/2f(n/2)f‘(1/2)
Vr2rHIr(2) Jo Vs—t  Vr2nHr(n/2)T((n 4+ 1)/2)

Depués de las cancelaciones del caso llegamos a

fs(s) =

Sn/2—1/2€—s/2

ISt = e+ 172y

que identificamos con la densidad de una v.a. gama de pardmetros A = 1/2,p =
(n+1)/2. Notar que al cancelar hemos usado el valor I'(1/2) = /, que se calcula
con algunos cambios de variables. Concluye entonces la demostracién mediante in-
duccién y cambio de variables. El método de la convolucion o del condicionamiento,
conducen esencialmente al mismo cdlculo de integrales. Se observa que es mucho
mas facil trabajar con las funciones generadoras de momentos.

00 otw \p p—1_—Azx AP % (N — )P p—1_—(A—t)z
D (1) :/ e e / ( YPxP~le iz,
0 I'(p) (A=1)P Jo I'(p)

de donde llegamos al resultado puesto que bajo la integral tenemos la funcién den-
sidad gama de pardametros (A — t,p), que integra naturalmente a 1.

Dado que las v.a. X e Y son independientes, la funcién generadora de la suma es el
producto de las correspondientes generadoras. Es decir,

sxor=uxoer0 = (725) (29) = ()

Reconocemos entonces que X + Y tiene una ley gama de pardmetros (A, p + q).

Designemos por X e Y los instantes de llegada de A y B respectivamente. Supon-
dremos que ambas v.a. son independientes, uniformes en [0, 60] (consideramos las 9
AM como la hora cero y contamos en minutos hasta las 10 AM). Para calcular la
probabilidad de que se encuentren consideramos dos casos: si A llega antes que B
(X < Y) entonces se produce el encuentro si Y — X < 10. Ambas condiciones las
podemos resumir en

0<Y —X <10,

5



ignorando las igualdades que tienen probabilidad nula. Por otra parte, si B llega
antes (Y < X), las amigas se encuentran si X —Y < 15 y resumimos esta situacién
en

0<X-Y <15.

Para calcular la probabilidad identificamos ambos sucesos con regiones de [0, 60] x
[0, 60], como sigue: el primer suceso tiene asociada la regién (sobre la diagonal)

Ry = {(z,y) €[0,60]’| 0 <y — =z < 10},

que corresponde al espacio entre la diagonal y la recta y = x + 10. El area de R;
se calcula como 60 - 60/2 — 50 - 50/2 = 550. Por otra parte, el segundo suceso tiene
asociada la regién (bajo la diagonal)

Ry :{(:E7y) S [0760]2| 0<z—y< 15}7

correspondiente al espacio entre la diagonal y la recta y = x — 15. El area de Ry
se calcula como 60 - 60/2 — 45 - 45/2 = 787.5. Finalmente, sumando ambas dreas y
dividiendo por el area total obtenemos la probabilidad de encontrarse

p = (550 + 787.5) /3600 ~ 0.37.

Nos ponemos primeramente en el caso en que A llega antes que B. Si hay encuentro
(Y — X < 10) entonces A estard en la tienda hasta que B haya completado sus 15
minutos, es decir

Ty=154+Y —-X, si0<Y —X <10.

Por otra parte, si B llega antes que A y hay encuentro entonces existen dos posibili-
dades: A llega menos de cinco minutos después que B y necesariamente termina sus
10 minutos antes de que B haya completados los suyos (15), o bien, A llega después
de 5 minutos y B tendrd entonces que esperar a A. Veamos en detalle: suponiendo
que B llega antes que A y que A llega menos de 5 minutos después que B, tenemos

Th=15—-(X-Y) si0<X-Y <5.
En cualquier otro caso (no se encuentran o A llega después de 5 minutos que B)

A permanecerd 10 minutos en la tienda. Todo lo anterior se resume en la siguiente
expresion, donde usamos indicadoras

Ta =10y _x>10} + Lyx—y>s3) + (15 +Y — X) ooy —x <10}

+(15 - (X - Y))H{O<X—Y<5}-
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Notando que T4 es una funcién de X, Y, el valor esperado lo calculamos integrando
con respecto a la densidad conjunta y recordando que la esperanza de una indicadora
es la probabilidad. Es decir,

B(T4) =10(P(Y — X >10)+ P(X - Y >5)) + /(15 +y — x)dady /3600

Ry

+ /(15 + y — x)dzdy /3600,
R3

donde Rz = {(z,y) € [0,60]?|] 0 < z —y < 5}. Las probabilidades se calculan
facilmente puesto que las regiones asociadas son dos tridngulos.

P(Y —X >10)+ P(X =Y >5) = (50%/2 + 552/2) /3600 = 221/288.

La integral sobre R; se escribe como

60 py 60
/ / (15 +y — x)dzdy = / [z(15+y — :1:/2)]‘7(4 _10)+ dy,
o Jy—10)+ 0 v

donde (y — 10)* es la parte positiva de y — 10, que vale 0 si y < 10 y vale y — 10
cuando y > 10. La tultima integral podemos escribirla como

/0 (W15 + 9/2) — (y — 10)* (15 + y — (y — 10 /2))dy,

la cual se descompone a su vez en

/0 (y(15+y/2)dy — /1 (y — 10)(20 + y/2)dy.

0

Calculamos las primitivas y obtenemos
{15y2 yT 60 |:y3 15,2 60
+ —
0

— 2004 = 63000 — 156250/3 = 32750/3
10

2 6 6

6 2

Por otra parte, la integral sobre R3 sa calcula de manera andloga como

60  ,(5+1)A60 60 e AGO
/ / (15 +y — z)dzdy = / [z(15+y — :c/2)]§ TN gy
0 Yy 0

donde (5 4 y) A 60 es es el minimo entre 5+ y y 60. La integral se descompone en
la suma de

60

55
/ [2(15 +y — 2/2)]+ dy + / (15 +y — z/2)];, dy = 21625/6.
0 55
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Finalmente,
E(T4) =10-221/288 + (32750/3 + 21625/6) /3600 = 10115/864 ~ 11.707

Consideremos ahora el célculo de E(Ts), donde el razonamiento es totalmente
analogo e incluso mas sencillo. Si A llega primero (0 < Y — X) entonces T = 15,
sin importar si se encuentran o no. Por otra parte, si B llega primero y A llega
antes de 5 minutos (0 < X —Y < 5), también se tiene T = 15. Por ultimo si A
llega mas de 5 minutos después de B y se encuentran (5 < X —Y < 15) entonces
Tg =10+ X — Y. Usando la notacién de las indicadoras tenemos

T =15(1x_y<sy + Lyx—y>15)) + (10 + X = Y) 50 x_y <15

Como antes, debemos evaluar las probabilidades de los sucesos que producen el valor
15.
PX-Y<H)+PX-Y>15)=1-Pb<X-Y <15 =

1 — (55%/2 — 45%/2)/3600 = 31/36.
Por otra parte, la integral correspondiente al segundo término estéa dada por

60  (154y)A60
/ / (10 + x — y)dzdy =
5+y)A60

45 p(15+y)
/ / (10 + =z — y)dzdy + / / (10 + =z — y)dzdy = 29750/ 3.
(54y) 45 J(5+vy)

Obtenemos finalmente,

E(Tg) =15 - 31/36 + 29750/(3 - 3600) = 3385/216 ~ 15.67.

Comencemos por escribir el gasto G como funcién de los tiempos de permanencia.
Para ello deberemos introducir una nueva v.a. Ty p definida como el tiempo en que
ambas estan juntas en la tienda. De acuerdo con el enunciado resulta

G=9aTa+ 98T+ (94 + 9B)TaB-

Sélo faltaria calcular E(T4p) para completar el desarrollo. Supongamos como antes
que A llega primero y que se encuentran (0 < Y — X < 10). Entonces, el tiempo
que ambas amigas estan juntas serd Tap = 15. Si B llega primero y A llega antes
de 5 minutos (0 < X —Y < 5) entonces Tap = 15 — (X —Y). Si B llega primero y
A llega después de 5 minutos y se encuentran (5 < X —Y < 15) entonces Ty = 10.
Finalmente, si no se encuentran, T4 = 0. En la notaciéon de indicadoras tenemos

Tap =151 g0cy —x<10} + (15 = (X = Y))Ljocx—v<sy + 10050 x v <15}

8



Al calcular el valor esperado encontramos en primer término,
15P(0 <Y — X < 10) = 15(60%/2 — 50%/2) /3600 = 55/24.
Luego aparece una integral que ya calculamos

1
3600

60 ,(5+y)A60
/ (15 + y — x)dxdy = 21625/6,/3600 = 865/864.
0 Y
Finalmente,
10P(5 < X —Y < 15) = 10(55%/2 — 45%/2) /3600 = 25/18,
de manera que

E(Tap) = 55/24 + 865/864 + 25/18 = 4045 /864 ~ 4.68.

Con los valores calculados obtenemos

lous | 335 )4045 _ 295 17585
864 ' IBTo16 TYATIB)gey T IATG TIBTgey

E(G) =ga

o bien,
E(G) =~ 16.38g4 + 20.35¢5.

Lo mas simple parece ser un cambio de variables con Jacobiano, porque la transfor-
macion es lineal. Sean entonces U = g1(X,Y) =X —-Y —p+rvy Z =g(X,Y) =
X +Y — p—v. Entonces, la inversa estd dada por X = hy(U,Z2) = (U+ Z2)/2+ p
eY =he(U,Z) = (Z—U)/2+ v. Por lo tanto, la matriz jacobiana tiene 1/2,1/2
en la primera fila y 1/2, —1/2 en la segunda. El valor absoluto del determinante del
jacobiano es entonces 1/2 y

foz(u,2) = fx((u+2)/2+ @) fr ((z = u)/2+v)/2.

Por otra parte,

]_ 1({utz)\2
Fx((u+2)/2+ p) = —==e 3(5)
2mo
y 1 ,
frz—w)/2+v) = —=—=e3(")
2mo
Al hacer el producto y simplificar, obtenemos
2 2
1 -3 uQ:Z
fu,z(u,z) = e 2< i ) = fu(u)fz(2),
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con

foly) = f2(y) = me‘%%ﬁ

lo que muestra que U y Z son N(0,202) independientes.

También en este caso parece simple usar el método del jacobiano. Consideramos
V=U/ZyW =Z,entonces U =VW y Z =W. El jacobiano tiene como primera
fila w,0 y como segunda, v,1. Por lo tanto, el valor absoluto del determinante es
|w|. Tenemos entonces,

_1f Q+eHw?
fv,vv(v,w):fU(vw)fz(w)w:4|:TUU|26 z( 2572 >

Para obtener la marginal de V' integramos con respecto a w (hay primitiva facil),
notando que

00 1 ((1+v2>w2> o 1 <<1+v2>w2> A2
3 > 2 >
/ lwle ? dw = 2/ we ? dw =
0

1402

— 00
Finalmente,

fv(v) = L v € R.

(1l +02)’

Sean X e Y v.a. uniformes en [0, L], entonces, el largo del segmento central esta dado
por la via. Z = max{X,Y} — min{X,Y}. Calculamos su funcién de distribucién
notando que el suceso (Z < z) puede escribirse como unién de dos sucesos disjuntos:
(Z <2,X<Y)y(Z <2z X >Y). Ademds, (Z < z,X <Y) es equivalente a
YV -X<2,X<Y)y(Z<zX>Y)esequivalente a (X —Y <2, X >Y). Por
lo tanto,

Fp(2) =P(Z<2)=P(Y - X<z, X<Y)+P(X-Y <2 X>Y).

Definiendo Ry = {(z,y)|y—z < z,z <y} y Ra = {(z,y)| v —y < z,2 > y} tenemos

1 1 area(Ry) + area(R
FZ(z):ﬁ/R dxdy—i—ﬁ/R dady = ( 1)L2 (Ra)
1 2

Notemos ademds, por simetria, que drea(R;) = drea(R2), de manera que Fyz(z) =
2 x area(Ry)/L%. Para calcular el drea de Ry notamos que se trata de la regién entre
la recta y = z + z y la diagonal, con z € [0, L], cuya &area es la diferencia de las dreas
de dos tridngulos rectangulos e isésceles, de lados L'y L — z, es decir

drea(Ry) = L?/2 — (L — 2)*/2 = Lz — 2% /2.
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Finalmente,
2z 22

L L2’

Como parece evidente, para z < 0 se tiene Fz(z) = 0y para z > L, Fz(z) = 1.
Observamos que F7 es continua en todo IR y derivable, excepto en 0 y 1. Podemos
calcular su densidad derivando y obtener

Fz(2) z € [0,L].

fz(z) = % (1 — %) o, (2).

. Resulta evidente que la probabilidad de construir un triangulo no puede depender
de L, de manera que tomaremos L = 1. El calculo se puede hacer naturalmente
dejando L y so6lo es un poco méas engorroso. En cualquier caso, se recomienda hacer
un dibujo.

Notemos en primer término que los lados del supuesto tridngulo tienen longitudes
XANY, XVY—-XAY y1—-XVY, donde Ay V denotan minimo y maximo respecti-
vamente. Para que haya triangulo deben cumplirse las siguientes tres desigualdades
(triangulares):

XANY <XVY-XAY+1-XVY < XAY <1/2

XVY-XANY<XAY+1-XVY S XVY-XAY <1/2

1-XVY<XVY4+XVY-XAY &S XVY >1/2
Para terminar, basta identificar la regién del cuadrado [0,1]?> que corresponde a
las desigualdades anteriores y calcular su area. Dividamos el cuadrado en cuatro
subcuadrados de lado 1/2, que llamaremos, siguiendo los puntos cardinales, SO,
NO,NE y SE. Es claro que debemos descartar NE porque en él ambas coordenadas
son mayores que 1/2 (no se cumple la primera desigualdad). Por similar razén
descartamos SO porque ambas coordenadas serian inferiores a 1/2 (no se cumple la
tercera desigualdad). Finalmente, la segunda desigualdad se expresa como y — z <
1/2 en NO, lo cual implica estar bajo la recta de ecuacién y = x + 1/2, que contiene
a la diagonal de NO. Es decir, nos quedamos con el triangulo inferior de NO. Del
mismo modo, la segunda desigualdad se escribe como z —y < 1/2 en el cuadrado
SE, lo que implica estar sobre la recta de ecuacién y = = — 1/2. De esta manera,
nos quedamos con el tridngulo superior de SE. Para concluir, notamos que sélo han
sobrevivido la mitad de NO y la mitad de SE. Por lo tanto, la probabilidad es 1/4.

En el desarrollo anterior hemos calculado la probabilidad como el area de una figura
debido a que la densidad conjunta de X,Y es uniforme en el cuadrado [0,1]?, de
area unitaria. Ademads, en nuestra discusién hemos ignorado los bordes de los sub-
cuadrados, debido (justamente) a que tienen drea nula.
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8. La v.a. N de Poisson tiene funcién de probabilidad dada por

—AAn
pN(n)zP[Nzn]ze — n=0.
n!

Por otra parte, la ley condicional de M dado N es binomial, de manera que
n m _ n—m
pa () = PO =l =] = (" )", 0<m <ng=1-p

De la regla de probabilidades totales tenemos

pu(m) = ileN(mm)pN(n) _ i <”)pmqn—m e A\

n=0 n=m

Simplificando y agrupando términos, obtenemos

_ )\me—)\ i ()\q)n—m B )\me—Ap

pu(m)

m! (n —m)! m!

n=m

Lo anterior muestra que M tiene ley marginal Poisson, de parametro Ap.

9. El método mas directo es el cambio de variable con jacobiano, donde definimos
Z =X+Y,U = X-Y. La transformcién inversa estd dada por X = (Z4+U)/2,Y =
(Z —U)/2 y el valor absoluto del determinante del jacobiano es |J| = 1/2. Por lo
tanto, la densidad de conjunta de Z,U es

f@w):f<@+@ @—W)%’

2 72

fZ,U(Za U) =
es decir,

= lz4ul <2z —ul <2

fru(zu) = <1+ M) 1

Ahora debemos integrar la variable U para obtener la densidad marginal de Z.
Para ello notamos que la regién donde fz ; es positiva estd limitada por las rectas
u=—(242),u=—(2—2),u=—-2+42z,u=2+2z2. Para z <0, u varia entre —(z + 2)
y 2+ 2; para z > 0 u varia entre z — 2 y 2 — z. Esto se traduce en

1 z+2 2 .2
fZ(z):—/ (1+M)du, 2z <0
8 —(2+2) 4
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fZ(Z):—/ (1+—Zu(z “ )>du, z > 0.
_(2—2) 1

Notando que la integral de una funcién impar sobre un intervalo simétrico con re-
specto a 0 es nula, obtenemos

1 [+ 2
fz(z):‘/ =2z <o,
8 —(Z+2) 4

1 [%* 2—z
= _ = > ().
fz(z2) 8/_(2_2) du 1 z>0

El gréafico de fz es un tridngulo equilatero, cuya base se extiende entre -2 y 2 y de
altura 1/2.

E(Y) = E(X? — X5) = E(X?) — E(X3). Las esperanzas se calculan como

0

! ! 4.4 3,00 7
E(Xs3) = /0 xf(z)dr = /0 r(4x — 32%)dxr = {gxg - Zx‘l} =13
1

1

1
3 2
B(X?) = / 2 f(z)dx = / 22 (4o — 32%)dr = [1;4 - —x5] =—.
0 0 5 | 5
Luego, E(Y) = 2 — {5 = —@ Para calcular la varianza V(Y) usamos la expresién
V(Y)=E(Y?) — (E(Y))?, dado que ya tenemos calculada la esperanza. Entonces,

E(Y?) = B(X? - X3)?) = B(X} + X2 - 2X?X,) = BE(X}) + E(X2) — 2B(X?X5).
Por otra parte, debido a la independencia entre X; y Xs,

27 14
E(X{X2) = E(X})E(Xs) = 12 = 60’

Falta calcular el cuarto momento

1 1
(X 4

6 T ], 21U
luego,
5 2 14 6
EYH)=—+Z-2—=_—
(¥7) 21 * ) 60 35
y

6 11 3473
V)= — — [—=— ) = 02 = 1378.
¥) ( 60) 25200



Finalmente calculamos P(Y > 0). Para ello notamos que Y > 0 & X? > X,.
Integramos la densidad conjunta (producto de marginales debido a la independencia)
en la regién 2% > xo. Es decir,

PY >0) = / (421 — 32%) (4o — 322)dr dzs.

3>z

O bien, calculamos condicionalmente como sigue:
1
P(Y >0)=P(Xy, < X7) = / P(Xy < XXy = 21)(4xy — 327)dzx;.
0

Pero, debido a la independencia,

2

Ty
P(Xy < X?|X) =21) = P(Xy < 2?) = / (4xy — 322)dxy = x5(2 — 22).
0

Asi llegamos a

13

1
PY >0) = / 21(2 — 23) (41 — 322)dxr, = oL
0

La constante K se calcula imponiendo la condicién

/ / f(z,y)dzxdy = K/ / e~ Mz} drdy = 1.
oo d o o Jo

Para calcular la integral descomponemos el dominio en los conjuntos {x < y},{z >
y}, como sigue

/ / e—max{x,y}dxdy: / /e—max{x,y}dxdy+ / /e—max{x,y}dxdy_
0 0

<y >y

La primera integral al lado derecho vale

oy o ry >
/ / e~ max{xvy}dxdy = / / e_yd.rdy - / ye_ydy = 1'
0 0 0 0 0

La segunda integral se calcula como

0o y 0o 0o S
/ / e max{w,y}dxdy _ / / e_mdxdy = / e_ydy = 1.
o Jo 0 Jy 0
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(i)

De lo anterior se desprende que K = 1/2. La densidad marginal de X se calcula
como

fx(z) = / fa,y)dy = K / e—max{f’y}dyzK( / e dy + / e—ydy)
— 00 0 0 x

de donde obtenemos
fx(x)=(x+1)e /2, z>0.

Por simetria, es evidente que
fy(y)=(y+1e /2, y>0.

Notemos primeramente que en este problema no podemos usar la técnica del cam-
bio de variable con jacobiano, debido a la naturaleza de la funcién z = g(x,y) =
max{z,y}. Calculemos entonces la funcién de distribucién de Z, como Fz(z) =
P(Z < z) = Pmax{X,Y} < z) = P(X < 2,Y < z), para z > 0, porque para z
negativo es evidente que Fz(z) = 0. Esta tltima expresién no la podemos escribir
como producto de marginales debido a que sabemos (de la parte (i)) que las v.a. X
e Y no son independientes. Debemos calcular entonces

P(X<zY <2z2)= / / fx,y)dxdy = K/ / e~ Mtz drdy.
—o0 J —o0o 0 0

Tal como hicimos para calcular K, descomponemos el dominio de integracién [0, z] X
[0, 2], segun {x < y} y {z > y}. Es decir, por una parte tenemos

2 oz z pmin{y,z} z
Ty e
0 0 0 0 0

= / ye Ydy.
0

La otra integral se calcula de manera anédloga (notar la simetria) como

2 ez z pmin{z,z} z
[ [ [ e [t
o Jo N o Jo 0

= / ze Tdx.
0

Sumando ambos resultados parciales y multiplicando por la constante K = 1/2,
obtenemos

Fz(2) :/ xe “dx,
0
de donde deducimos, por derivacion, la densidad de Z,

fz(z) =ze"*, z2>0.
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