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P1.- Sea (Ω,B,P) un espacio de probabilidad. Recuerde que dos conjuntos F1 y F2 ∈ B se
dicen P−independientes ssi P(F1 ∩F2) = P(F1) ·P(F2). Este concepto se puede extender
a σ− álgebras. Considere entonces B1, B2 dos σ−álgebras contenidas en B. Diremos que
ellas son P−independientes si se veri�ca

P(B1 ∩B2) = P(B1) · P(B2) , ∀B1 ∈ B1, B2 ∈ B2 .

Pruebe que dos conjuntos A1, A2 en B son P−independientes si y solo si las σ−álgebras
A1 = {∅,Ω, A1, A

c
1} y A2 = {∅,Ω, A2, A

c
2} son P−independientes.

Nota: En este ejercicio fue probado que dos eventos E1, E2 son independientes si y
solamente si σ({E1}) y σ({E2}) (las σ− álgebras generadas) lo son.

P2.- a.- Sea X : Ω → R una variable aleatoria que se distribuye según una Uniforme en
(0, 1). Considere λ > 0 �jo. De�na

Y = − 1
λ

log(1−X) .

Pruebe que Y se distribuye según una ley de probabilidad Exponencial(λ).
Nota: La función de distribución F : es Uniforme en (0, 1) si tiene densidad f =
1(0,1), y es Exponencial(λ) si tiene densidad f(x) = λ e−λx1(0,∞).

b.- Sea Z una variable aleatoria que se distribuye según una Exponencial(λ). Pruebe
que se veri�ca

P{Z > s+ t |Z > t} = P{Z > s} ∀ s, t > 0 .

P3.- Sea X : Ω → R una variable aleatoria cuya función de distribución FX : R → [0, 1]
es absolutamente continua y estrictamente creciente. De�na la variable aleatoria Y =
FX ◦X, es decir Y (ω) = FX(X(ω)) para todo ω ∈ Ω. Pruebe que Y tiene distribución
Uniforme en (0, 1).
Hint: Puede utilizar que en este caso FX : R→ (0, 1) es biyección estrictamente creciente
y que su inversa F−1

X también es estrictamente creciente.

P4.- Sea N ≥ 1 y p ∈ (0, 1). Considere el conjunto Ω0 = {0, 1}N , cada uno de sus puntos será
denotado por x = (xi : i = 1 · · · , N). Como es habitual P(Ω0) denota el conjunto de
partes de Ω0. En (Ω0,P(Ω0)) coloque la medida de probabilidad P siguiente,

P({x}) = p
∑n

i=1 xi(1− p)n−
∑n

i=1 xi ∀x ∈ Ω0 .

Para j ∈ {1, · · · , N}, denote por Xj : Ω0 → {0, 1} la proyección en la j−ésima coorde-
nada, es decir Xj(x) = xj .

a.- Pruebe que Xj es una variable aleatoria tal que Xj ∼ Bernoulli(p).

b.- Pruebe que las variables aleatorias (Xj : j = 1, · · · , N) son independientes.
• Nota: Esto es, debe mostrar

P{Xj = rj , j = 1, · · · , N} =
N∏
j=1

P{Xj = rj} , ∀ (r1, · · · , rN ) ∈ {0, 1}N .

Tiempo: 3:00 horas.
Nota: Todas las preguntas tienen igual valor y al interior de cada pregunta cada parte tiene igual
valor.


