Pauta P4 Examen

a)

Por linealidad: E(Y) = 1 Y% | E(g(U;)). Pero E(g(U;)) = [ g(u) fu, (u)du,
donde fy, es la densidad de Ia variable aleatorla U Pero U; tiene distribucion

uniforme en [O 1] = fu,(u) = 1p(u) = fo u)du = a. Asi,
EY)=>", 2 —na/n=a. (1 pto).

Por independencia: Var(Y) = Yo, Var(g(U'i)) = L3 Var(g(Uy)).
Pero Va?“( (U:)) = E(g*(U3))—E2(g(U1)) = E(g°(Us))—a®. Ademés E(g*(Us)) =

3

fo u)du (notando que por los mismos motivos anteriores, la densidad de la
umforme nos deja esta expresion). Pero g( ) [0 l]Vu 6 [0,1], por lo que ten-
emos que g°(u) < g(u)Vg € [0,1], luego]E fo u)du < fo u)du=a.

Asi, Var(Y) < suml_y (o — o?) = & (a — oz2) %a(l — o<) (2 ptos).

b)

Probemos primero que P(U; < g(V;)) = a. En efecto, notemos que estamos
calculando, para el vector aleatorio (U;, V;), P(U; < g(V;)), luego tenemos que
integrar su densidad sobre la region de R? en que U; < g(V;). Asi, notamos
que V; puede moverse por todos los reales, y que U; debe caer en el intervalo
(=00, 9(V;)). Ademas, notamos que la densidad conjunta, por independencia,
esta dada por fu,v;(u,v) = fu,(u) - fv;(v) = 1j0,1)(w)1}p,1)(v), luego la probabil-
idad buscada est4 dada por [ ff(o? Lo, (u) 1o,1) (v)dudv = fo fg(v) dudv =

v)dv = a.
fO Temendo esto, notamos que E(ly,<4vy)) = OP(U; > g(Vi)) + 1P(U; <
9(Vi)) = a. Luego, por linealidad, E(2) = 3311 E(ly,<ov))= % = o
(1 pto).
Por ultimo, notamos que Var(1_{U_{i}\leq g(V_{i})}) = E((1y,<g(v:))*)—
E2(1y, <g(vy))- Pero lU <o) = lui<gvi) (pues solo puede tomar valores 0

o 1), por lo que Var(U;) = a — o>

# Yimy Var(Us) = T (a0 — a?) = a(l—a))

n

Asi, por independencia, Var(Z) =



