Control 1 MA 26A, 2005/5, M. Kowalczyk

(a) Encuentre la solucién general de la equacién differencial.
y —3y==x
(b) Encuentre la solucién de la misma ecuacién tal que y(0) = yo.

(c) Encuentre yj en (b) tal que

lim M = !
T—00 I 3

(d) Represente graficamente las soluciones y(z) con condiciones iniciales
distintos a 3.

(e) Sea ¢(x) una funcién continua tal que

1
#(@) = 30(r) <, 6(0) =5
Demuestre que
1 1
< —Zp—= >0
Indicacion: Use la funcion u(x) = e 3% como factor integrante de la
desigualidad.
Solucién.
(a) Usando el factor integrante ju(z) = e ~3% se tiene
(0 By)e = = L (ye ) = e~ 1)
dx
Integramos (1) desde 0 a  y multiplicamos por e3*
x
y(x) = y(0)e3® + 63‘”/ se 3%ds (integracién por partes)
0
1 1 1
— 0 - 3z .. =
(s0)+5) e~ 305

La solucién general tiene forma



—1 T ~—

2] ) \

Figure 1: Solutions with yo = 1/9 (red), yo = —1/9 (blue), yo = —2/9 (green).

con una constante arbitraria c.
(b) Usando la formula en (a) se tiene con y(0) = yo

1 1 1
y(z) = <y0+—> esx—gﬂf—g

9
(c) Si la condicién inicial yi = —§ entonces
1 1
y(x) = 3779
Se tiene

lim Mzlim —l—i :_1

(d) Ilustracién 1.
(e) Usando p(x) = 3% como en (a) se tiene

d
e 7@ = 3¢) = ——(pe ) Swe ™ (2)



Integrando la desigualdad (2) desde 0 a x se tiene

P(x)e 3" < ¢(0) + /m se 3% ds
0

entonces

Si ¢(0) = —§ entonces

2. Una solucién de la ecuacion

1
Ey:y"+4—x2y:0, x>0 (3)

es y(x) = 7.

(a) Encuentre la solucién general de la ecuacién (3).
(

)
b) Encuentre la solucién general de la ecuacién Ly = x.
(c) Determine la funcién de Green de la operador L.

)

(d) Sea y(x) una solucién de (3) y sea ¢(s) = y(e®). Demuestre que ¢ sat-
isface una ecuacion lineal de secundo orden con coeficientes constantes.
Encuentre la solucién general de esta ecuacion.

Solucién.

(a) Usaremos el procedimiento de reducién de orden. Llamaremos y;(z) =
z1/2 y buscaremos el otro elemento del conjunto fundamental en la forma
y2(x) = u(z)yi(r). Reemplazando y2 en la ecuacién se tiene la siguiente
ecuacién para u(zx):

u”xl/2 + u/x—l/Z -0

entonces
d (
—(x
dx

Se tiene (escogemos ¢ = 1)

W)=0 = azu'=c

u=Inx

1/2

Entonces yo(z) = z'/2Inz. Verifiquemos que las funciones (z/2,2%/?1In x)

forman el conjunto fundamental

x1/? 22 Inzx

1/2 ,1/2 _ _
W(x/% a /" Inz) = %x—1/2 %aﬁ_l/anx—i—x‘lﬂ =1 (4)



La solucién general

y(x) = 12?4 cox/?Ina

(b) Usando la formula de variacién de parametros se tiene
y(z) = ca'?+ ezl — :L‘l/Q/a: 2Pz de + 212 lnx/a: 22 d
1/2 1/2 4 5 .
= ciz’/*+cr/ Inz + TR (integracién por partes)

(c) La funcién de Green es dada por

—y1(2)ya(s) + y1(s)y2(z)
W(yla y2)(1:)
= /251215 + 1221210 ¢

1/27. L
(xs) lns

G(z,s) =

(d) Si ¢(s) = y(e®) entonces usando la regla de la cadena

(Zs/ — y/es
¢// — y//625+y168:y//625+¢/
Se tiene y” = —ﬁy entonces reemplazando r = e*

2s 1
y'(ee® = —T5y(e”) = —76(s)

La fU.HCiél’l (]5 satisface entonces
// / ]‘
" —¢ +-p=0

El conjunto fundamental de esta ecuacion corresponde al conjunto funda-
mental de la ecuacién dada en (a). Entonces se tiene con z = e*

y(z) = z1/? corresponde a  ¢1(s) = /2
yo(z) = x'/?Inz  corresponde a  ¢o(s) = se”/?

La solucién general es dada por
d(s) = cre®? + cpse®/?
3. (CorEGIDO) Consideremos la ecuacién

L(y) =y" +ay +by = q(x) (5)



con constantes a,b. Suponga que A1, A2 son raices complejas distintas de
p(A) =2 +al+bcon A\ = p+iwy A = p — iw donde p > 0. Sea g(x) la
funcién continua y tal que

lg(z)| < k,—00 < x < 00
donde k£ > 0 es una constante.
(a) Encuentre la solucién general de (5).
(b) Demuestre que cada solucién de L(y) = g(x) es acotada para = < 0.

(c) Sise tiene lim,_,_ ¢(z) = 0 entonces cada solucién satisface lim, o y(z) =
0.

Solucién. (a) El conjunto fundamental consiste de las funciones:
y1(z) = et coswx, yo(x) = eMsenwzr
El Wronskiano de y1, y2
W (et cos wz, e"sen wz) = we e
entonces la funcién de Green tiene la forma

eMT=5) (— coswrsen ws + cos wssen w eMa—s)
G(x,s) = ( + ) = senw(x — s)
w w

Uno puede esribir la solucién general como

z e u(:v—s)

y(z) = c1e"® coswz + ceeH senwx + / senw(z — s)q(s)ds (6)

o w

con xq arbitraria, fija.
(b) Si g > 0 entonces la funcién

c1e?® coswx + coeMPsenwzx

es acotada por x < 0. Basta verificar que

x (z—s)
o(x) :/ e“w senw(x — s)q(s)ds

0



es acotada por x < xy (¢(z) es obviamente acotada por 0 < z < xq con fija
xo). Tenemos

()]

T o p(z—s)
/ senw(x — s)q(s)ds

o w

/mo
x

Zo
< F / o ila—3) g
w| Ja
ko
jw|p

e N’(xfs)

IA

ds

senw(z — $)q(s)

w

(1— e#(r—fﬂo)) <M (7)

con una constante M independiente de x.
(c) Elegimos € > 0 (pequena) y zg tal que

lg(xz)| <€, x <o

Repetiendo el argumento (7) se tiene

€ €
[6(x)] < ——(1 —etlem0)) < r < o
|wlp |wlp
pues x> 0. Entonces
€
li < —
im ()] < ol

y por lo tanto (e es arbitraria pequena)

lim |¢(z)|=0

r——00

Por otra parte

lim [ciet® coswx + coetPsenwz] =0
r——00

Usando la formula (6) se llega a la conclusidn.



