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PR�OLOGOEste texto tuvo su origen en unos apuntes sobre Ecuaciones Diferenciales para losalumnos de la Licenciatura de Matem�aticas, aunque, a lo largo de estos �ultimos a~nos,hemos observado que, adem�as, resultaban �utiles para otras carreras, en particular paralas ense~nanzas de Ingenier��as T�ecnicas de la Universidad de La Rioja. Visto que estosapuntes pod��an ser aprovechados por diversas personas con diferentes objetivos, y puestoque pod��an tener un p�ublico no demasiado restringido, nos decidimos a darles vida enforma de libro.Los m�etodos cl�asicos para resolver ecuaciones diferenciales son importantes perodif��ciles de recordar. Por eso nos planteamos escribir algo |en principio, los apuntesantes mencionados| dedicado a ellos con exclusividad, donde se pudiesen encontrar losm�etodos f�acilmente. De aqu�� que este libro no contiene nada de muchos de los aspectosfundamentales de la teor��a de ecuaciones diferenciales: existencia y unicidad de soluciones,sistemas de ecuaciones, integraci�on por desarrollos en serie, estabilidad, : : : , por citar s�olounos pocos. Es claro que, matem�aticamente hablando, no puede plantearse un estudio seriode las ecuaciones diferenciales sin abordar esos temas, pero no es �este el objetivo del libro.Los temas que aqu�� se tratan pueden explicarse a estudiantes de diversas carreras tal comoaparecen desarrollados. En cambio, el estudio de la existencia y unicidad de soluciones,por ejemplo, requiere necesariamente un tratamiento distinto, ya sea m�as pr�actico o m�aste�orico, dependiendo del tipo de personas al que est�e destinado.El libro consta fundamentalmente de tres partes, de acuerdo a una primera clasi�caci�ongeneral de la ecuaciones que se estudian: ecuaciones expl��citas de primer orden, ecuacionesen las que la derivada aparece impl��citamente, y ecuaciones en las que se puede reducir elorden. Cada una de estas partes abarca diversos tipos de ecuaciones, que aparecen en lo quehemos denominado \Apartados", y que hemos numerado consecutivamente desde 1 hasta13. Entre estos n�umeros aparecen a veces algunos denotados con \prima", como 40. Alguienmalintencionado pod��a pensar que tan extra~na notaci�on respond��a simplemente a dejadezdel autor, para no tener que renumerar los apartados tras haber redactado el libro endesorden. No es �este el caso (al menos en estas notas). El uso de \primas" es intencionado,y quiere signi�car que un tipo se reduce al anterior mediante alg�un mecanismo en forma decambio de variable. Por otra parte, todos los m�etodos de resoluci�on se basan, en esencia,en aplicar transformaciones diversas hasta llegar a una ecuaci�on de variables separadas,cuya resoluci�on requiere s�olo calcular integrales. As�� pues, no ten��a sentido utilizar ladenominaci�on 10 (o sucesivas) para alg�un tipo concreto de ecuaci�on, puesto que lo mismopod��a haberse aplicado a la mayor��a. Varios de los tipos que se estudian se subdividen av



vi M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.su vez en subtipos. En todo caso, siempre se analizan los procesos que hay que seguir parallegar a la resoluci�on, a veces por diferentes caminos.Un resumen de los m�etodos que se emplean, para recordarlos de un vistazo, es loque aparece en lo que hemos denominado \Recetas". Estos esquemas permiten clasi�carf�acilmente las ecuaciones estudiadas y tener una r�apida indicaci�on de c�omo abordarsu resoluci�on. As�� mismo, con cada tipo de ecuaciones se muestra un ejemplo t��picocompletamente resuelto.En el libro aparece una peque~na bibliograf��a con libros exclusivamente en castellano. Alcontrario que en muchos otros temas de matem�aticas, existen, en nuestro idioma, bastantestextos dedicados a las ecuaciones diferenciales, as�� que s�olo hemos incluido unos pocos. (Laabundancia de libros en castellano sobre ecuaciones diferenciales se debe, en opini�on delautor, al inter�es del tema en disciplinas no estrictamente matem�aticas. Realmente, en lostemas m�as puntuales y de investigaci�on, esta abundancia ya no puede considerarse cierta.)Entre las obras citadas, no hemos considerado necesario indicar cu�ales son te�oricas y cu�alesse dedican fundamentalmente a la resoluci�on de problemas, ya que nos ha parecido que sust��tulos son bastante descriptivos.Acaba el libro con un ap�endice dedicado a los m�etodos de resoluci�on de integralesinmediatas o c�alculo de primitivas. Tal como ya hemos mencionado anteriormente, todasla ecuaciones que aqu�� estudiamos se intentan reducir a ecuaciones en variables separadascuya soluci�on se expresa por medio de integrales. As�� pues, tal recordatorio puede resultarclaramente de inter�es en el tema que estamos tratando.Queremos dejar constancia de que los nombres que aparecen en el ��ndice no secorresponden exactamente con los t��tulos que hemos ido dando a los diferentes apartados.La no coincidencia no se debe a descuido, sino que ha sido pensada conscientemente paraque, cuando alguien se encuentra ante una ecuaci�on que debe resolver, el ��ndice le permitauna r�apida identi�caci�on del tipo que se trata, y d�onde se puede localizar dentro del texto.Deseamos as�� mismo justi�car la falta de un��ndice terminol�ogico o tabla de contenidos,que quiz�as alguien pueda echar en falta. La ventaja que tienen tales tipos de ��ndices esque permiten buscar palabras clave clasi�cadas alfab�eticamente, al contrario que en un��ndice general en el que, obviamente, los apartados aparecen consecutivamente seg�un elorden en el que se abordan dentro del libro, y en el que muchos t�erminos su�cientementedescriptivos pueden no estar reejados o ser dif��ciles de localizar. Es opini�on del autor quecasi cualquier libro de estudio o consulta deber��a llevar un ��ndice de nombres, as�� que nopodemos resistirnos a explicar su ausencia.Hay que tener presente que �este es un libro peque~no en extensi�on, dedicado a un temabastante puntual, con un ��ndice detallado, y cuyo prop�osito es permitir que, cuando nosencontramos ante una ecuaci�on diferencial, podamos f�acilmente distinguir su tipo paraproceder a resolverla. As�� pues, no parec��a demasiado importante algo parecido a un ��ndicede nombres, ya que lo que interesa al lector es saber identi�car el tipo de una ecuaci�on a lavista de su aspecto, no de su nombre, que es f�acil que quien consulta el libro no conozca.Queremos tambi�en mencionar la di�cultad de elaborar un��ndice de nombre su�cientementecompleto; esto es as�� puesto que, aunque muchos de los tipos de ecuaciones que aqu�� seestudian s�� que tienen un nombre que los describe, esto no es as�� en todos los casos, sino



Pr�ologo viique muchas veces las catalogamos �unicamente por su aspecto. Por esta raz�on, adem�as,muchos de los t��tulos de los apartados son meramente descriptivos, clasi�cando el tipo deecuaci�on mediante una f�ormula. De todas formas, si alguien desea buscar una ecuaci�onpor su nombre, no es complicado localizarla en el ��ndice ya que �este es, necesariamente,peque~no.Tampoco se ha incluido un ��ndice de \recetas", pues siempre aparecen, como mucho,un par de p�aginas despu�es de cada tipo, luego resultan f�aciles de localizar a trav�es del��ndice. Lo mismo puede decirse de los ejercicios, que invariablemente est�an colocados trasla explicaci�on te�orica del m�etodo.Aunque el libro ha sido su�cientemente repasado, y ha sido ya utilizado como apuntesfotocopiados durante varios a~nos, la experiencia nos muestra la pr�actica imposibilidad deevitar que se deslice alguna errata. En este aspecto, es de destacar que todas ellas sondebidas al autor y no a ning�un proceso posterior en imprenta, puesto que el libro ha sidoeditado directamente a partir de las p�aginas ya impresas suministradas por el autor. Ensu confecci�on se ha utilizado TEX, a cuyo creador, Donald Knuth, deseo hacer constar migratitud por permitir a la comunidad matem�atica (y cient���ca en general) la utilizaci�onde tan potente y �util herramienta destinada a elaborar textos de gran calidad tipogr�a�ca.L�astima que, a�un, no est�e lo su�cientemente adaptado para escribir en lengua no inglesa.As�� mismo, quiero agradecer a mis compa~neros del Departamento de Matem�aticasy Computaci�on de la Universidad de La Rioja sus sugerencias y correcciones sobre lasversiones preliminares de este libro. En particular, a Jos�e Luis Ansorena, Jos�e ManuelGuti�errez y V��ctor Lanchares, cuyas cr��ticas han permitido, sin duda, mejorar el texto.Tambi�en mi reconocimiento a Jos�e Javier Guadalupe, de quien aprend�� mis primerasnociones sobre ecuaciones diferenciales hace a~nos, cuando estudiaba en el entonces ColegioUniversitario de La Rioja, semilla de nuestra actual Universidad; de sus apuntes dictadosen clase surgieron parte de estas notas, que se han ido completando durante varios a~nos.Por �ultimo, a mi mujer, Mar��a Jos�e Ram��rez, que ha soportado mi ausencia durante lasm�ultiples horas que he dedicado a escribir este libro; como ahora |s�abado a las ocho dela ma~nana|, que duerme en la habitaci�on de al lado mientras yo doy los �ultimos (<ojal�a!)retoques al texto. Juan Luis VaronaDpto. de Matem�aticas y Computaci�onUniversidad de La Riojajvarona@dmc.unirioja.esLogro~no, febrero de 1996
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GENERALIDADESDesde los primeros pasos en el c�alculo diferencial, de todos es conocido que, dada unafunci�on y = f(x), su derivada dydx = f 0(x) es tambi�en una funci�on que se puede encontrarmediante ciertas reglas. Por ejemplo, si y = e�x3 , entonces dydx = �3x2e�x3 o, lo que eslo mismo, dydx = �3x2y. El problema al que nos enfrentamos ahora no es el de calcularderivadas de funciones; m�as bien, el problema consiste en: si se da una ecuaci�on comodydx = �3x2y, hallar de alguna manera una funci�on y = f(x) que satisfaga dicha ecuaci�on.En una palabra, se desea resolver ecuaciones diferenciales.La forma de ecuaci�on diferencial m�as sencilla que puede pensarse es dydx = f(x).Resolverla consiste en encontrar una funci�on cuya derivada sea f(x), es decir, encontrarlas primitivas (integrales inde�nidas) de f(x). Por tanto, podemos decir que los m�etodosde resoluci�on de ecuaciones diferenciales constituyen una generalizaci�on del c�alculo deprimitivas.De�nici�on 1. Llamamos ecuaci�on diferencial (E. D.) a una ecuaci�on que relacionauna funci�on (o variable dependiente), su variable o variables (variables independientes), ysus derivadas. Si la ecuaci�on contiene derivadas respecto a una sola variable independienteentonces se dice que es una ecuaci�on diferencial ordinaria (E. D. O.); y si contiene lasderivadas parciales respecto a dos o m�as variables independientes se llama ecuaci�on enderivadas parciales (E. D. P.).Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias sondydx � 4y = 2; (x + 2y) dx � 3y dy = 0 (1)y d2ydx2 � 4�dydx�3 + 3y = 0; (2)mientras que x@u@x + y @u@y = u (3)y @3u@x3 = @2u@t2 � 4@u@t (4)son ecuaciones en derivadas parciales. 1



2 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.Otro tipo de ecuaciones que pueden estudiarse son las ecuaciones diferenciales deretraso (o retardo), como es el caso deu0(t) = 7� 2u(t� 3):Est�an caracterizadas por la presencia de un desplazamiento t � t0 en el argumento de lafunci�on inc�ognita u(t). En general, son m�as dif��ciles de manejar que las E. D. sin retraso.No nos ocuparemos aqu�� de ellas.De�nici�on 2. Se llama orden de la ecuaci�on diferencial al orden de la derivada o derivadaparcial m�as alta que aparece en la ecuaci�on.As��, por ejemplo, las ecuaciones (1) y (3) son de orden 1, (2) es de orden 2 y (4) deorden 3.En lo que sigue nos preocuparemos s�olo de ecuaciones diferenciales ordinarias y, comono habr�a lugar a confusi�on, las denominaremos simplemente E. D. Por lo general, salvoque el contexto nos indique otra notaci�on (o �esta provenga de los cambios de variable queefectuemos), utilizaremos x para denotar la variable independiente e y para la variabledependiente.De�nici�on 3. Decimos que una ecuaci�on diferencial (de orden n) est�a expresada en formaimpl��cita cuando tiene la forma F (x; y; y0 ; : : : ; y(n)) = 0siendo F una funci�on F : 
 � Rn+2 �! R con 
 un subconjunto (generalmente abierto)de Rn+2. Y decimos que est�a expresada en forma expl��cita cuando tenemosy(n) = f(x; y; y0 ; : : : ; y(n�1))con f :D � Rn+1 �! R una funci�on de�nida en un subconjunto D (generalmente abierto)de Rn+1.Una clase importante de E. D., bien estudiada y con buenas propiedades, es lasiguiente:De�nici�on 4. Se dice que una ecuaci�on diferencial es lineal si tiene la formaan(x)dnydxn + an�1(x)dn�1ydxn�1 + � � �+ a1(x)dydx + a0(x)y = g(x);y se llama lineal homog�enea si, adem�as, g(x) = 0. Dada una ecuaci�on lineal, sucorrespondiente ecuaci�on lineal homog�enea en la que se ha hecho g(x) = 0 se denominalineal homog�enea asociada. Una ecuaci�on que no es lineal se dice no lineal.Nuestro objetivo es resolver ecuaciones diferenciales, esto es, encontrar sus soluciones.



Generalidades 3De�nici�on 5. Decimos que una funci�on y = '(x) de�nida en un intervalo I (es decir,': I � R �! R) es soluci�on de una ecuaci�on diferencial en el intervalo si, sustituida endicha ecuaci�on, la reduce a una identidad. (En otras palabras, si satisface la E. D.) UnaE. D. se dice resoluble (o integrable) por cuadraturas si su soluci�on es expresablemediante integrales.En general, la soluci�on de una ecuaci�on diferencial de orden n depender�a de npar�ametros. Pero incluso de esta forma pueden no obtenerse todas las soluciones de unaE. D. Por ejemplo, cuando tenemos una familia uniparam�etrica de soluciones de una E. D.,una sencilla interpretaci�on geom�etrica nos muestra que tambi�en la envolvente de la familiade curvas (si existe) es soluci�on de la E. D.A continuaci�on, nos dedicaremos a explicar los diversos m�etodos cl�asicos de resoluci�onde E. D. No haremos hincapi�e en el intervalo de de�nici�on de las soluciones, ni efectuaremosun estudio detallado de la rigurosidad de los m�etodos empleados que, en esencia, descansansiempre en la regla de la cadena y los teoremas de la funci�on inversa y de la funci�onimpl��cita. No nos detendremos nunca en comprobar las hip�otesis de estos teoremas, sinoque supondremos en todo momento que las funciones que aparecen en los m�etodos descritosson lo su�cientemente \buenas", o est�an lo su�cientemente restringidas en su dominio, paraque siempre se satisfagan las hip�otesis necesarias. Tampoco nos preocuparemos en excesode saber si hemos obtenido todas las soluciones; a este respecto, en algunos casos nosinteresaremos por las soluciones singulares de una E. D., como puede ser la envolvente deuna familia de soluciones.Nos apresuramos a se~nalar que las f�ormulas generales que aparecen como soluci�onde diversos tipos de ecuaciones no deben memorizarse; m�as bien, el procedimiento debedesarrollarse completo cada vez. Para ello bastar�a recordar unos cuantos puntos esencialesque destacamos en las cajas de texto que hemos denominado \recetas".Por �ultimo, comentar que, en los ejemplos que nos aparecer�an, el lector puedeentretenerse en representar gr�a�camente las soluciones de las E. D. planteadas, al menosen los casos m�as sencillos o efectuando un simple bosquejo de su apariencia. No pensemosen esto como una p�erdida de tiempo, pues ayuda a comprender la naturaleza del problemay de sus soluciones.





ECUACIONES EXPL�ICITASDEPRIMERORDENSon las que tienen la forma y0 = f(x; y):APARTADO 1:Variables separadas.Si tenemos la E. D. g(x) = h(y)y0;formalmente, podemos poner g(x) dx = h(y) dy; si suponemos que G es una primitiva deg y H una de h, tendremos G0(x) dx = H 0(y) dy e, integrando, G(x) = H(y) + C, que esla soluci�on general de la ecuaci�on.Expliquemos con un poco m�as de rigor por qu�e funciona el m�etodo: Sea y = '(x) unasoluci�on de la E. D., es decir, '(x) debe cumplir g(x) = h('(x))'0(x). Pero como H esuna primitiva de h, por la regla de la cadena se tiene g(x) = h('(x))'0(x) = (H � ')0(x).Integrando,G(x) = (H �')(x)+C (lo que antes hemos expresado como G(x) = H(y)+C),de donde '(x) = H�1(G(x) � C).En los pasos anteriores, est�a justi�cado emplear la regla de la cadena cuando ' y Hson derivables, lo cual es cierto sin m�as que suponer que h sea continua. Y �nalmente, parapoder despejar ' mediante el uso de H�1 bastar��a con exigir adem�as que h no se anularaen el intervalo de de�nici�on, con lo cual, como H 0 = h 6= 0, H es creciente o decrecienteluego existe H�1 (en otras palabras, como la derivada de H no se anula, el teorema de lafunci�on inversa nos asegura que existe H�1).Las ecuaciones en variables separadas son las m�as sencillas de integrar y, a la vez,las m�as importantes, ya que cualquier otro m�etodo de resoluci�on se basa esencialmente enaplicar diversos trucos para llegar a una ecuaci�on en variables separadas. En ellas hemosvisto, con todo rigor, qu�e hip�otesis hay que imponer para que el m�etodo que conducea la soluci�on est�e correctamente empleado, y c�omo se justi�ca el funcionamiento delproceso. A partir de ahora no incidiremos m�as en estos detalles que, aunque importantes,sobrecargar��an la explicaci�on. El lector puede detenerse mentalmente a pensar en ellos,justi�cando adecuadamente los pasos que se efect�uen.5



6 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.En cualquier caso, conviene recordar que la expresi�on dydx es simplemente una �utilnotaci�on para designar la derivada de y respecto de x, no un cociente de dy divididopor dx; ni dy ni dx tienen entidad en s�� mismas. Esta notaci�on se emplea, no porques�� ni para introducir confusi�on, sino que, al contrario, se usa porque es consecuente conlos enunciados de varios importantes resultados. Ya hemos visto c�omo resulta adecuadaa la hora de recordar c�omo resolver ecuaciones en variables separadas g(x) = h(y) dydx ,descomponiendo g(x) dx = h(x) dy (como si dydx fuese realmente una fracci�on) e integrandoambos lados de la expresi�on anterior. Pero no s�olo aqu�� se pone de mani�esto la utilidadde esta notaci�on. Por ejemplo, el teorema de la funci�on inversa prueba (con las hip�otesisadecuadas) que, cuando y es una funci�on de x, si se despeja x como funci�on de y se cumplex0(y) = dxdy = 1dy=dx = 1y0(x) ;es decir, se produce un comportamiento similar a si estuvi�eramos operando con fracciones.An�alogamente, si tenemos que z es una funci�on de y y, a su vez, y una funci�on de x, laregla de la cadena establece que la derivada de la funci�on compuesta z(x) esdzdx = dzdy dydx ;que es como si simpli�c�aramos dy en los supuestos cocientes de la derecha. Esto permiteusar las notaciones del tipo dydx y su comportamiento como si fuesen fracciones como reglanemot�ecnica de los resultados anteriores.RECETA 1: Variables separadas.Son de la forma g(x) = h(y)y0:Formalmente, se separa g(x) = h(y) dydx en g(x) dx = h(y) dy y seintegra.Ejemplo 1: Resolver dydx + (senx)y = 0:Despejando, dyy = �(senx) dx e, integrando, log y = cosx+ C, es decir, y = ecosx+C.Sin m�as que tomar K = eC encontramos las soluciones y = Kecos x. Fijarse que, enprincipio, parece que K tiene que ser positiva; pero en realidad la integral de dyy es log jyj,lo que nos llevar��a a soluciones con valores negativos de K. Por �ultimo, notar y = 0 (esdecir, tomar K = 0) tambi�en es claramente una soluci�on de la E. D., aunque no se obtienecon el m�etodo seguido. As�� pues, la soluci�on general de la E. D. es de la forma y = Kecos xcon K 2 R.



E. D. expl��citas de primer orden 7APARTADO 2:Ecuaci�on de la forma y0 = f(ax + by).Si a = 0 o b = 0, la ecuaci�on es separable. En otro caso, efectuemos el cambio defunci�on y(x) por z(x) dado por z = ax+ by, de donde z0 = a+ by0 y, por tanto, y0 = z0�ab .Entonces, sustituyendo en la E. D. obtenemos z0�ab = f(z), es decir, z0 = a + bf(z), quees de variables separadas. La escribimos comodx = dza+ bf(z) ;con lo que, integrando, x = R (a + bf(z))�1 dz = �(z;C). As�� pues, las soluciones de laE. D. de partida ser�an x = �(ax + by;C);de modo que hemos encontrado y como funci�on de x expresada en forma impl��cita.RECETA 2: Ecuaci�on de la forma y0 = f(ax + by).El cambio de funci�on y(x) por z(x) dado por z = ax + by latransforma en una de variables separadas.Ejemplo 2: Resolver y0 � exey = �1:Tenemos y0 + 1 = ex+y, con lo que si efectuamos el cambio de funci�on dado por lasustituci�on z = x + y, la ecuaci�on queda transformada en z0 = ez, es decir, dx = e�z dz,ecuaci�on en variables separadas cuya soluci�on es x = �e�z + C. Volviendo a las variablesiniciales, C � x = e�x�y, de donde log(C � x) = �x � y, y por tanto la soluci�on de laE. D. de partida es y = � log(C � x)�x. (Observar que no nos hemos preocupado |ni loharemos de aqu�� en adelante| de poner m�odulos cuando al calcular una integral apareceun logaritmo. El lector podr��a analizar estos casos con mucho m�as cuidado.)APARTADO 3:Homog�eneas.Supongamos que tenemos la ecuaci�ony0 = f �yx� :



8 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.Para resolverla, hacemos el cambio de funci�on y(x) por u(x) mediante u = yx . As��, derivandoy = ux tenemos y0 = u0x+ u, es decir, u0x+ u = f(u). Esta ecuaci�on, que podemos ponercomo u0x = f(u) � u, es de variables separadas. Vamos a solucionarla:� Si f(u) 6= u, podemos escribir duf(u)�u = dxx e, integrando, R duf(u)�u = log( xC ).Despejando x obtenemos x = Ce�(u) con �(u) = R duf(u)�u. Por tanto, las curvas conecuaciones param�etricas (x = Ce�(u)y = Cue�(u)son soluci�on de la ecuaci�on diferencial para cada C 2 R. (Esto constituye una familiade curvas homot�eticas: una curva se obtiene de otra mediante una homotecia, es decir,multiplicando los valores de x e y por una constante.) A veces, es conveniente expresarestas soluciones de otras formas. Siempre puede ponerse x = Ce�(y=x), soluci�on dadamediante una funci�on impl��cita. Y, cuando en x = Ce�(u) se logra despejar de algunaforma u = H(x;C), la soluci�on de la E. D. queda mucho m�as sencilla: y = xH(x;C).� Supongamos ahora que existe alg�un u0 tal que f(u0) = u0. En este caso, es inmediatocomprobar que la recta y = u0x es soluci�on: y0 = u0 = f(u0) = f( yx ), luego se satisfacela ecuaci�on diferencial. Este tipo de soluciones que no se obtienen con el procedimientogeneral suelen denominarse soluciones singulares.Nota: En general, una funci�on h(x; y) se dice homog�enea de grado � si h(�x; �y) =��h(x; y). Es inmediato comprobar que una E. D. de la formaP (x; y) dx +Q(x; y) dy = 0con P (x; y) y Q(x; y) funciones homog�eneas del mismo grado es, efectivamente, unaecuaci�on diferencial homog�enea (despejar y0 = dydx = �P (x;y)Q(x;y) = �P (x;x(y=x))Q(x;x(y=x)) y extraer� = x de P y Q). De aqu�� proviene el nombre de este tipo de ecuaciones.RECETA 3: Homog�eneas.Son de la forma y0 = f �yx� :Se hace el cambio de funci�on y(x) por u(x) mediante y = ux,transform�andose as�� la E. D. en una de variables separadas.Ejemplo 3: Resolver y0 = 2xy � y2x2 :



E. D. expl��citas de primer orden 9Con el cambio y = ux podemos poner y0 = 2 yx � ( yx )2 = 2u� u2. Como y0 = u0x + u,sustituyendo tenemos u0x + u = 2u� u2, es decir, xu0 = u� u2.Si u 6= u2, podemos poner duu�u2 = dxx . Para integrar, descomponemos 1u�u2 = Au+ B1�u ,lo que se satisface para A = B = 1. Entonces, integrando, log u� log(1 � u) = log xC , esdecir, u1�u = xC ; y sustituyendo u = yx tenemos y=x1�y=x = xC , de donde Cy = x(x � y). Deaqu�� es f�acil despejar expl��citamente y si as�� se desea.Por otra parte, a partir de u0 = 0 y u0 = 1 (para las cuales u = u2), se tienen lassoluciones singulares y = 0 e y = x.APARTADO 30:Reducibles a homog�eneas.Consideremos la ecuaci�on y0 = f �a1x + b1y + c1ax + by + c � :Para resolverla, hay que distinguir dos casos:30:1: Supongamos en primer lugar que las rectas ax+ by+ c = 0 y a1x+ b1y+ c1 = 0se cortan en el punto (x0; y0). As��, tendremos que ax + by + c = a(x � x0) + b(y � y0) ya1x+ b1y+ c1 = a1(x�x0)+ b1(y�y0). Hagamos ahora el cambio de variable y de funci�onX = x � x0, Y = y � y0, con lo cualY 0 = y0 = f �a1(x � x0) + b1(y � y0)a(x � x0) + b(y � y0) � = f �a1X + b1YaX + bY � = f  a1 + b1 YXa+ b YX ! ;es decir, hemos reducido la ecuaci�on a una homog�enea.30:2: En segundo lugar, supongamos que ax+by+c = 0 y a1x+b1y+c1 = 0 son rectasparalelas, con lo cual podr�a ponerse (a1; b1) = K(a; b) para alg�unK 2 R. Efectuemos ahorael cambio de funci�on z = ax+ by. Derivando, z0 = a+ by0, o sea, y0 = z0�ab . Si sustituimosen la E. D. original obtenemos dzdx = a+ bf �Kz + c1z + c � ;que es de variables separadas.



10 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 30: Reducibles a homog�eneas.Son de la forma y0 = f �a1x + b1y + c1ax + by + c � :30:1: Si las rectas ax + by + c = 0 y a1x + b1y + c1 = 0 se cortanen (x0; y0), se hace el cambio de variable y de funci�on X = x � x0,Y = y � y0. La ecuaci�on se reduce a una homog�enea.30:2: Si ax+by+c = 0 y a1x+b1y+c1 = 0 son rectas paralelas, sehace el cambio de funci�on z = ax+ by. La nueva ecuaci�on que aparecees de variables separadas.Ejemplo 30:1: Resolver y0 = �2x+ 4y � 6x + y � 3 :Las rectas �2x+ 4y � 6 = 0 y x+ y � 3 = 0 se cortan en el punto (x; y) = (1; 2), conlo que efectuamos el cambio X = x � 1, Y = y � 2, Y 0 = y0. Sustituyendo, obtenemos laecuaci�on homog�enea Y 0 = �2X + 4YX + Y = �2 + 4Y=X1 + Y=X :Para resolverla, hacemos un nuevo cambio u = Y=X, de donde Y = uX, Y 0 = u0X + u.Tras sustituir, tenemos u0X + u = �2+4u1+u que, a la postre, podemos poner como �X dudX =u2�3u+2u+1 .Tenemos ahora que distinguir cu�ando, y cu�ando no, se anula la expresi�on u2� 3u+2.Resolviendo u2 � 3u+ 2 = 0, esto ocurre para u = 1 y u = 2.Analicemos en primer lugar el caso u2 � 3u+ 2 6= 0. As��, podemos escribirdXX = �(u+ 1) duu2 � 3u+ 2 = Au� 1 du+ Bu� 2 du = 2u� 1 du� 3u� 2 dude donde, integrando, 2 log(u � 1) � 3 log(u � 2) = log(KX) y, consiguientemente,(u�1)2(u�2)3 = KX. Sustituyendo ahora u = Y=X llegamos f�acilmente a (Y �X)2 = K(Y �2X)3;y volviendo a las variables originales x e y obtenemos las soluciones (y�x�1)2 = K(y�2x)3de la E. D. de partida.Finalmente, con u0 = 1 y u0 = 2 tenemos, respectivamente, las soluciones Y = X eY = 2X que, sustituyendo X e Y por su valor, se traducen en y = x+ 1 y y = 2x.



E. D. expl��citas de primer orden 11Ejemplo 30:2: Resolver y0 = x � y � 1x � y � 2 :Efectuamos el cambio de funci�on z = x � y, de donde z0 = 1 � y0. Sustituyendo,tenemos �z0 + 1 = z�1z�2 , y consiguientemente � dzdx = z�1z�2 � 1 = 1z�2 , que es la ecuaci�on(z � 2) dz = �dx, cuyas variables est�an separadas. Integrando, 12 (z � 2)2 = �x + K, y�nalmente, sustituyendo de nuevo z = x � y y denotando C = 2K, obtenemos que lassoluciones de la E. D. original son (x � y � 2)2 + 2x = C.APARTADO 300:Homog�eneas impl��citas.Sea la ecuaci�on F �yx ; y0� = 0:Para resolverla, consideremos la curva F (�; �) = 0 y supongamos que hemos logradoencontrar una representaci�on param�etrica de la curva dada por � = '(t), � =  (t). Esdecir, que se veri�ca F ('(t);  (t)) = 0. Hagamos ahora el cambio de funci�on y por tmediante yx = '(t), teniendo en cuenta que y0 =  (t).Si derivamos y = x'(t) respecto de x tenemos y0 = '(t) + x'0(t) dtdx , es decir, (t) = '(t) + x'0(t) dtdx , o  (t) � '(t) = x'0(t) dtdxque, en principio, es una ecuaci�on en variables separadas.� Si  (t) 6= '(t), podemos poner '0(t)dt (t)�'(t) = dxx , cuya soluci�on ser�a x = Ce�(t) con�(t) = R '0(t)dt (t)�'(t) . De aqu�� que la E. D. de partida tiene las soluciones(x = Ce�(t)y = C'(t)e�(t) ; C 2 R:� Si existe t0 tal que  (t0) = '(t0), formalmente, podemos pensar 0 = x'0(t) dtdx , luego'0(t) = 0 y por tanto '(t) = cte. = '(t0), lo que nos llevar��a a la soluci�on y = x'(t0). Estarecta es, efectivamente, una soluci�on de la E. D., como podemos comprobar directamente:F ( yx ; y0) = F ('(t0); '(t0)) = F ('(t0);  (t0)) = 0.



12 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 300: Homog�eneas impl��citas.Son de la forma F �yx ; y0� = 0:Consideramos la curva F (�; �) = 0. Si encontramos una representaci�onparam�etrica � = '(t), � =  (t), F ('(t);  (t)) = 0, se hace el cambio defunci�on y por t mediante yx = '(t), y0 =  (t). As��, derivando y = x'(t)respecto de x, aparece una ecuaci�on en variables separadas.Ejemplo 300: Resolver x2(y0)2 � (y2 + x2) = 0:Si ponemos la ecuaci�on en la forma (y0)2 � ( yx )2 = 1, podemos recordar que el cosenoy el seno hiperb�olicos satisfacen la relaci�on (ch t)2� (sh t)2 = 1, lo que se adec�ua a nuestrasnecesidades. As��, tomemos ahora yx = sh t y y0 = ch t. Si derivamos y = x sh t tenemosy0 = sh t+ x ch t dtdx , o sea, ch t = sh t+ x ch t dtdx . Despejando, dxx = ch tch t�sh t dt (notar que,en esta ecuaci�on, el denominador no se anula nunca ya que ch t > sh t, luego no hay quepreocuparse de analizar por separado las ra��ces de ch t�sh t = 0) e, integrando, x = Ce�(t)con �(t) = Z ch tch t� sh t dt = Z et + e�t2e�t dt = 12 Z (1 + e2t) dt = 12t+ 14e2t:Entonces, la E. D. original tiene como soluciones las curvas(x = Cet=2+e2t=4y = C(sh t)et=2+e2t=4 :APARTADO 3000:Sea la ecuaci�on y0 = f(x; y)con f tal que, para alg�un � �jo, veri�caf(�x; ��y) = ���1f(x; y):N�otese en primer lugar que, cuando � = 0, sin m�as que tomar � = x tenemos y0 = f(x; y) =x�1f(1; y), que es una ecuaci�on en variables separadas; y, cuando � = 1, se puede ponery0 = f(x; y) = f �x; xyx� = f �1; yx� ;es decir, nos encontramos ante una E. D. homog�enea. En otro caso, veamos c�omo el cambiode funci�on y = z� transforma la ecuaci�on en una homog�enea:



E. D. expl��citas de primer orden 13Derivando, y0 = �z��1z0 y, sustituyendo en la E. D. original, �z��1z0 = f(x; z�), esdecir, z0 = 1��1z���1f(x; z�) = 1�f �1z x;�1z��z�� = 1�f �xz ; 1�que, efectivamente, es una E. D. homog�enea.L�ogicamente, como, al hacer en la homog�enea el cambio z = ux, �esta se transforma enuna de variables separadas, si hubi�eramos efectuado desde el principio el cambio y = (ux)�,nuestra E. D. se hubiera convertido directamente en una de variables separadas.Por �ultimo comentar que, extrayendo � = x, este tipo de ecuaciones puede ponersecomo y0 = f(x; y) = f �x; x� yx�� = x��1f �1; yx�� = x��1h� yx�� :Pero, al menos a simple vista, no parece m�as sencillo describir las ecuaciones que estamostratando como \las que tienen la forma y0 = x��1h(yx��)" que tal como lo hemos hechoen este apartado.RECETA 3000: Si la ecuaci�on y0 = f(x; y)es tal que, para alg�un � 6= 0 �jo, f satisfacef(�x; ��y) = ���1f(x; y);entonces el cambio de funci�on y = z� transforma la ecuaci�on en unahomog�enea. (Si � = 1, la E. D. ya es homog�enea; y si f cumple larelaci�on anterior con � = 0, la E. D. es de variables separadas.)Ejemplo 3000: Resolver y0 = 12 yx � 3pxy2 :Dada f(x; y) = 12x�1y� 3x1=2y�2, para intentar encontrar � tanteamos f(�x; ��y) =12 (�x)�1(��y)�3(�x)1=2(��y)�2 = 12���1x�1y�3�1=2�2�x1=2y�2, y observamos que estoes igual a ���1f(x; y) sin m�as que tomar � = 12 .Entonces, si sustituimos y = z1=2 en la E. D., tenemos 12z�1=2z0 = 12x�1z1=2 �3x1=2z�1, es decir, z0 = zx � 6( zx )�1=2, que es homog�enea. Para resolverla, tomamos ahoraz = ux, con lo cual, sustituyendo, u0x+u = u�6u�1=2, o sea, u1=2 du = �6x�1 dx, ecuaci�onen variables separadas. Integr�andola, 23u3=2 = �6 log( xC ), luego x = C exp(�u3=2=9).Deshaciendo los cambios z = ux y y = ux encontramos que las soluciones de la E. D.de partida son, expresadas como curvas en param�etricas,(x = Ce�u3=2=9y = C1=2u1=2e�u3=2=18 :



14 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.APARTADO 4:Ecuaciones exactas.Llamamos exacta a una ecuaci�on diferencialP (x; y) dx +Q(x; y) dy = 0;es decir, y0 = dydx = �P (x;y)Q(x;y) , que cumple Py = Qx (con la notaci�on Py = @P@y , Qx = @Q@x ).Antes de explicar como resolverlas, comentemos brevemente algo sobre \expresionesdiferenciales" (rigurosamente hablando, estamos tratando con 1-formas diferenciales w =P dx+Qdy, aunque no entraremos en ello):Supongamos de antemano en todo lo que sigue que P y Q son de clase C1 (continuascon derivadas parciales continuas) en su dominio de de�nici�on (un abierto de R2). Unaexpresi�on diferencial P (x; y) dx +Q(x; y) dy se dice que es una diferencial cerrada en unaregi�on R del plano xy si se veri�ca Py(x; y) = Qx(x; y) para todo (x; y) 2 R. Y se diceexacta en R cuando existe alguna funci�on F (x; y) tal que @F@x = P y @F@y = Q para todo(x; y) 2 R; en otras palabras, si la diferencial de F es dF = P dx + Qdy (F , que es�unica salvo constantes, se denomina funci�on potencial). El teorema de Schwartz sobreigualdad de derivadas cruzadas nos asegura que cualquier expresi�on diferencial exactaes cerrada. Lo contrario no es cierto en general, aunque s�� en una clase muy ampliade dominios de R2: los simplemente conexos que, intuitivamente, son los que no tienenagujeros. Demostrar este hecho no es excesivamente sencillo, pero tampoco es necesariopara lo que aqu�� pretendemos. En realidad, el lema de Poincar�e (que normalmente seprueba en cualquier curso de c�alculo integral en varias variables) asegura que una expresi�oncerrada es exacta siempre que el dominio sea estrellado, lo que signi�ca que exista unpunto del dominio que se pueda unir a todos los dem�as mediante un segmento sin salirnosdel dominio; en particular, los conjuntos convexos son estrellados. Adem�as, esto aseguraque, dada cualquier expresi�on cerrada, es exacta localmente, es decir, alrededor de cadapunto podemos restringir el dominio de tal forma que la expresi�on sea exacta en ese nuevodominio. Por lo tanto, en lo que a nosotros concierne, podemos identi�car los conceptosde exacto y cerrado, ya que no nos estamos preocupando de d�onde est�an de�nidas lasE. D. que tratamos de resolver ni en qu�e intervalo existen las soluciones. En realidad, enecuaciones diferenciales suele hablarse siempre de exacto a�un re�ri�endose a que se satisfacela igualdad Py = Qx.Una E. D. exacta es una expresi�on exacta igualada a cero. Veamos como resolverlas:si tenemos P dx +Qdy = 0 exacta, como existe F tal que dF = P dx +Qdy, entonces laecuaci�on podemos ponerla en la forma dF = 0 y, por tanto, su soluci�on ser�a F (x; y) = C(siendo C constante arbitraria). As�� pues, basta con que encontremos la funci�on potencialF . El procedimiento para hallarla que, tal como veremos, funciona gracias a que Py = Qx,es como sigue:Buscamos F tal que @F@x = P ; as��, es posible encontrar F integrando P (x; y) respectoa x mientras se mantiene y constante, es decir, F (x; y) = R P (x; y) dx + '(y), donde lafunci�on arbitraria '(y) es la \constante" de integraci�on. Derivando respecto de y obtenemos



E. D. expl��citas de primer orden 15@F@y = @@y R P (x; y) dx + '0(y). Por otra parte, si utilizamos @F@y = Q, de aqu�� resulta que'0(y) = Q(x; y) � @@y R P (x; y) dx; �esta es realmente una expresi�on independiente de x yaque @@x�Q(x; y) � @@y Z P (x; y) dx� = @Q@x � @@y� @@x Z P (x; y) dx� = @Q@x � @P@y = 0:Una vez conocida '0(y), integrando obtenemos '(y) y, sustituyendo su valor, llegamos ala funci�on potencial F (x; y). As��, quedan halladas completamente las soluciones buscadasF (x; y) = C, expresadas en forma impl��cita.(L�ogicamente, para encontrar F podr��a haberse seguido el proceso anterior cambiandoel orden en el que se usa P y Q, partiendo de @F@y = Q y posteriormente utilizando @F@x = P .Asimismo, integrando estas dos expresiones e igual�andolas, muchas veces basta una simpleinspecci�on para determinar F .)RECETA 4: Ecuaciones exactas.Son las de la formaP (x; y) dx +Q(x; y) dy = 0;es decir, y0 = dydx = �P (x;y)Q(x;y) , que cumplen Py = Qx. Se busca unafunci�on F (x; y) tal que dF = ! = P dx+Qdy, y la soluci�on de la E. D.es F (x; y) = C (siendo C constante).Ejemplo 4: Resolver 3y + ex + (3x+ cos y)y0 = 0:Si ponemos la ecuaci�on en la forma P dx + Qdy = 0 con P (x; y) = 3y + ex yQ(x; y) = 3x + cos y, es claro que Py = Qx = 3, luego la E. D. es exacta. Calculemosla funci�on potencial F (que nos dar�a directamente las soluciones F (x; y) = C). ComoFx = 3y + ex, integrando respecto de x, F (x; y) = 3yx+ ex +'(y). Derivando respecto dey e igualando a Q queda 3x + '0(y) = 3x + cos y, es decir, '0(y) = cos y, de donde bastatomar '(y) = seny, y por tanto F (x; y) = 3yx + ex + sen y. As��, la soluci�on de la E. D.viene dada, impl��citamente, por 3yx+ex+seny = C. (N�otese que al integrar '0(y) = cos yno hace falta poner la constante de integraci�on '(y) = sen y+C1 ya que, en ese caso, unade las dos constantes de la soluci�on 3yx+ ex +seny+C1 = C ser��a claramente superua.)



16 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.APARTADO 40:Reducibles a exactas: Factores integrantes.Si tenemos una ecuaci�on P (x; y) dx +Q(x; y) dy = 0 que no es exacta, una idea paraintentar resolverla ser��a tratar de encontrar alguna funci�on �(x; y) no id�enticamente nulatal que �(x; y)P (x; y) dx + �(x; y)Q(x; y) dy = 0sea exacta. Como esta ecuaci�on es equivalente a la de partida, sus soluciones y las deP (x; y) dx +Q(x; y) dy = 0 ser�an las mismas.Desgraciadamente, no hay ning�un procedimiento general que permita encontrarfactores integrantes. Sin embargo, s�� que es posible hacerlo, y de manera sencilla, en doscasos:40:1: Existencia de factor integrante de la forma �(x). Queremos que �(x)P (x; y) dx+�(x)Q(x; y) dy = 0 sea exacta, esto es,@@y (�(x)P (x; y)) = @@x (�(x)Q(x; y)):Derivando, �(x)Py (x; y) = �0(x)Q(x; y) +�(x)Qx(x; y), o sea, �(x)(Py(x; y)�Qx(x; y)) =�0(x)Q(x; y). Para que esto tenga sentido,�0(x)�(x) = Py(x; y) �Qx(x; y)Q(x; y)tiene que resultar ser una funci�on que dependa exclusivamente de x, que denotamos h(x).Cuando �este es el caso, es claro que la funci�on � que satisface la relaci�on anterior es�(x) = exp�Z h(x) dx� ;con lo cual hemos encontrado el factor integrante buscado.40:2: Existencia de factor integrante de la forma �(y). Repitiendo el proceso anteriorbuscamos @@y (�(y)P (x; y)) = @@x (�(y)Q(x; y)), es decir, �0(y)P + �(y)Py = �(y)Qx, y portanto �0(y)�(y) = Qx�PyP , que tiene que ser funci�on s�olo de y, que denotamos h(y). En estascondiciones, el factor integrante es �(y) = exp(R h(y) dy).40:3: Aparte de los casos anteriormente tratados, para algunos tipos de problemas sepuede intentar encontrar factores integrantes imponiendo a �(x; y) condiciones restrictivasde muy diverso tipo. Por ejemplo, exigiendo que sea de la forma �(x; y) = x�y� con �y � constantes a determinar, que sea �(x + y), o �(xy), etc. Para estudiar estos casos,lo que hay que hacer siempre es igualar @@y (�P ) = @@x (�Q) e intentar resolver la nuevaecuaci�on que aparece, teniendo en cuenta, sobre todo, si tiene sentido. Por ser generalmenteprocedimientos bastante particulares, no comentaremos aqu�� nada m�as sobre ellos.



E. D. expl��citas de primer orden 17RECETA 40: Reducibles a exactas: Factores integrantes.Si P (x; y) dx + Q(x; y) dy = 0 no es exacta, podemos intentarencontrar �(x; y) tal que�(x; y)P (x; y) dx + �(x; y)Q(x; y) dy = 0sea exacta.40:1: Existencia de factor integrante de la forma �(x). Ocurrecuando Py�QxQ = h(x), tom�andose �(x) = exp(R h(x) dx).40:2: Existencia de factor integrante de la forma �(y). Ocurrecuando Qx�PyP = h(y), tom�andose �(y) = exp(R h(y) dy).40:3: Otras expresiones restrictivas para �(x; y).Ejemplo 40: Resolver (2x2 + y) dx + (x2y � x) dy = 0:En este caso, P (x; y) = 2x2 + y y Q(x; y) = x2y � x. Esta ecuaci�on no es exacta yaque Py = 1 y Qx = 2xy � 1. Para intentar encontrar un factor integrante se calculaPy �QxQ = 1� (2xy � 1)x2y � x = 2(1� xy)�x(1� xy) = �2x :Ya que se obtiene una expresi�on que depende s�olo de x, podemos asegurar que existeun factor integrante dado por la f�ormula �(x) = exp(R �2x dx) = x�2. Entonces, simultiplicamos la E. D. por �(x) = x�2 se obtiene la ecuaci�on exacta (2 + yx�2) dx+ (y �x�1) dy = 0. Por el m�etodo usual, encontramos que la funci�on F tal que Fx = 2 + yx�2 yFy = y � x�1 es F (x; y) = 2x � yx�1 + 12y2. Por tanto, la soluci�on de la E. D. exacta, ytambi�en de la de partida, resulta ser 2x � yx�1 + 12y2 = C.APARTADO 5:Ecuaciones lineales de primer orden.Dada la ecuaci�on y0 + a(x)y = b(x);vamos a explicar c�omo resolverla por tres m�etodos distintos:(i) Encontrar un factor integrante de la forma �(x). Para ello, si la ponemos en laforma (a(x)y � b(x)) dx + dy = 0 y denotamos P (x; y) = a(x)y � b(x) y Q(x; y) = 1, setiene Py�QxQ = a(x). Por tanto, seg�un hemos visto anteriormente, la E. D. tiene el factorintegrante �(x) = exp(R a(x) dx). As��, multiplicando por �(x), la ecuaci�onexp�Z a(x) dx� (a(x)y � b(x)) dx + exp�Z a(x) dx� dy = 0



18 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.tiene que ser exacta. Ahora, bastar�a encontrar la funci�on potencial F con lo que la ecuaci�onanterior podr�a ponerse dF = 0 y su soluci�on ser�a F (x; y) = C. Busquemos F :Como Fy = exp(R a(x) dx), tendremos F = y exp(R a(x) dx) + '(x). Por otra parte,derivando esta F respecto de x y usando que Fx = exp(R a(x) dx)(a(x)y � b(x)) llegamosa Fx = y exp�Z a(x) dx� a(x) + '0(x) = exp�Z a(x) dx� (a(x)y � b(x));de donde �b(x) exp(R a(x) dx) = '0(x). Integrando, '(x) = � R b(x) exp(R a(x) dx) dx,luego F = y exp(R a(x) dx) � R b(x) exp(R a(x) dx) dx y la soluci�on de la ecuaci�on exacta(y de la lineal de partida) es, expresada en forma impl��cita,y exp�Z a(x) dx� � Z b(x) exp�Z a(x) dx� dx = C:Sin m�as que despejar y, tenemos que la soluci�on de la ecuaci�on lineal resulta sery = exp��Z a(x) dx� �Z b(x) exp�Z a(x) dx� dx + C� :(ii) Un segundo m�etodo de resoluci�on se basa en resolver previamente la ecuaci�onlineal homog�enea asociada y0 + a(x)y = 0. Esta ecuaci�on es de variables separadas, puespuede ponerse dyy = �a(x) dx; su soluci�on es y = C exp(� R a(x) dx).Apliquemos ahora el m�etodo de variaci�on de las constantes, esto es, consideremosy = C(x) exp��Z a(x) dx�y vamos a ver c�omo debe ser C(x) para que se veri�que y0 + a(x)y = b(x). Derivando,y0 = C 0(x) exp(� R a(x) dx) � C(x)a(x) exp(� R a(x) dx) y, sustituyendo en la ecuaci�onlineal, C 0(x) exp��Z a(x) dx� � C(x)a(x) exp��Z a(x) dx�+ a(x)C(x) exp��Z a(x) dx� = b(x):Dos de los sumandos anteriores se cancelan, de donde C 0(x) = b(x) exp(R a(x) dx) e,integrando, C(x) = Z b(x) exp�Z a(x) dx� + C:As��, hemos llegado a la misma expresi�on para las soluciones que la que encontramos porel m�etodo anterior.



E. D. expl��citas de primer orden 19(iii) El tercer procedimiento de resoluci�on parte de suponer que hemos encontrado,de alguna forma, una soluci�on particular yp(x) de la E. D. lineal. Entonces, la soluci�ongeneral de la lineal es yp m�as la soluci�on general de la lineal homog�enea asociada, es decir,y = yp + C exp��Z a(x) dx�es soluci�on para todo C 2 R. La justi�caci�on de este hecho es sencilla. En efecto, bastacomprobar que, si yp es soluci�on de y0 + a(x)y = b(x) y y lo es de y0 + a(x)y = 0, entoncesy + yp es soluci�on de y0 + a(x)y = b(x), lo cual es claramente cierto:(y + yp)0 + a(x)(y + yp) = (y0 + a(x)y) + (y0p + a(x)yp) = 0 + b(x) = b(x):(iv) El �ultimo m�etodo de resoluci�on de ecuaciones lineales que describimos consisteen efectuar una descomposici�on y(x) = u(x)v(x) adecuada. Tomando y de esa forma, siderivamos, y0 = u0v+uv0, con lo cual, al sustituir en la ecuaci�on, u0v+uv0+a(x)uv = b(x).Sacando u factor com�un, podemos escribir la expresi�on anterior como u0v+(v0+a(x)v)u =b(x). Vamos ahora a elegir v de tal forma que se anule el coe�ciente de u, es decir,que satisfaga v0 + a(x)v = 0. �Esta es una E. D. en variables separadas; resolvi�endola,v0v = �a(x), con lo cual basta tomar log v = � R a(x) dx, es decir,v(x) = exp��Z a(x) dx� :Con v(x) esa funci�on, la ecuaci�on queda ahora u0v = b(x), de donde u0 = b(x)v�1, es decir,u0(x) = b(x) exp(R a(x) dx). Integrando,u(x) = Z b(x) exp�Z a(x) dx� dx+ C:Sin m�as que recomponer y = u(x)v(x), con este procedimiento de nuevo encontramos lamisma expresi�on para las soluciones de la E. D. lineal de partida.Para concluir, comentemos una vez m�as que no hace falta recordar la f�ormula quehemos obtenido para las soluciones de la ecuaci�on lineal, sino que basta seguir en cadaproblema alguno de los procesos descritos. Generalmente, en opini�on del que escribe, losque suelen conducir a la soluci�on por un procedimiento m�as corto suelen ser el segundo yel cuarto. El tercero tiene, sobre todo, gran importancia te�orica. Adem�as, merece la penadestacar que el segundo y el tercero tienen su paralelismo a la hora de resolver ecuacioneslineales de orden superior (como veremos m�as adelante), mientras que los otros dos s�olo seaplican a las de primer orden.Ejemplo 5: Resolver 2xy0 � 3y = 4x2por los cuatro m�etodos descritos.



20 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 5: Ecuaciones lineales de primer orden.Son de la forma y0 + a(x)y = b(x):Hay tres m�etodos de resoluci�on: (i) Encontrar un factor integrantede la forma �(x). (ii) Resolver la ecuaci�on lineal homog�enea asociaday0 + a(x)y = 0 (que es de variables separadas), cuya soluci�on esy = C exp(� R a(x) dx), y usar el m�etodo de variaci�on de las constantes(esto es, cambiar C por C(x) en la expresi�on anterior y sustituiren la ecuaci�on lineal). (iii) Encontrar de alguna forma una soluci�onparticular yp(x), con lo cual la soluci�on general de la lineal es ypm�as la soluci�on general de la homog�enea asociada. (iv) Descomponery(x) = u(x)v(x), sustituir en la lineal, e igualar a 0 el coe�ciente deu, resolviendo la ecuaci�on que aparece (v0 + a(x)v = 0, que es devariables separadas); tras esto, queda una ecuaci�on en u(x) de variablesseparadas.De cualquier modo se obtiene que la soluci�on general de la E. D.lineal esy = exp��Z a(x) dx� �Z b(x) exp�Z a(x) dx� dx + C� :(i) Tenemos la ecuaci�on lineal y0 � 32xy = 2x, es decir, dy = ( 32xy + 2x) dx, quees de la forma P dx + Qdy = 0 con P (x; y) = �32x y � 2x y Q(x; y) = 1. ComoPy�QxQ = �3=(2x)�01 = �32x , existe el factor integrante �(x) = exp(R �32x dx) = x�3=2. As��, laecuaci�on (�32 x�5=2y � 2x�1=2) dx + x�3=2 dy = 0 es exacta. La funci�on potencial F debecumplir Fy = x�3=2, luego F = x�3=2y+'(x). Por otra parte, Fx = �32 x�5=2y� 2x�1=2 =�32 x�5=2y + '0(x), de donde '(x) = �2 R x�1=2 dx = �4x1=2. Por tanto, F (x; y) =x�3=2y � 4x1=2, y la soluci�on de la E. D. es x�3=2y � 4x1=2 = C, o sea y = Cx3=2 + 4x2,C 2 R.(ii) La lineal homog�enea asociada es y0 � 32xy = 0. Podemos ponerla como dyy = 3 dx2x ,de variables separadas, cuya soluci�on es log y = 32 log x + K, es decir, y = Cx3=2.Empleemos ahora el m�etodo de variaci�on de las constantes, para lo cual tomamos y =C(x)x3=2. Derivando, y0 = C 0(x)x3=2 + 32C(x)x1=2 y, sustituyendo en E. D. de partida,2x(C 0(x)x3=2 + 32C(x)x1=2) � 3C(x)x3=2 = 4x2, esto es, C 0(x) = 2x�1=2. Integrando,C(x) = 4x1=2 +K1 luego la soluci�on de la lineal es y = (4x1=2 +K1)x3=2. Si empleamosde nuevo C para denotar la constante, y = Cx3=2 + 4x2, la misma expresi�on que hemosencontrado en (i).(iii) Primero, tratemos de hallar una soluci�on particular de la ecuaci�on lineal. Lo m�as



E. D. expl��citas de primer orden 21sencillo es intentar probar si existe alguna soluci�on polin�omica. Esto s�olo ser��a posiblecon un polinomio de segundo grado, pues en otro caso no podr��an cancelarse nunca todoslos sumandos. Por tanto, vamos a tantear con polinomios de la forma y = ax2 + bx + c.Derivando, y0 = 2ax+b y, sustituyendo en la ecuaci�on, 2x(2ax+b)�3(ax2+bx+c) = 4x2.Si igualamos los t�erminos del mismo grado encontramos que esto se cumple con a = 4,b = c = 0. As�� pues, una soluci�on particular de la lineal es y = 4x2. Por otra parte,y tal como ya hemos calculado en (ii), la soluci�on general de la homog�enea asociadaes y = Cx3=2. En de�nitiva, de nuevo tenemos que la soluci�on general de la lineal esy = Cx3=2 + 4x2.(iv) Para resolver la ecuaci�on lineal, descomponemos y = u(x)v(x), de donde y0 =u0v + uv0. Sustituyendo, 2x(u0v + uv0)� 3uv = 4x2, es decir, 2xu0v + (2xv0 � 3v)u = 4x2.Si igualamos a 0 el coe�ciente de u queda 2xv0 � 3v = 0, o sea v0v = 32x ; integrando,log v = 32 log x, luego v = x3=2. Con esto, la ecuaci�on queda 2xu0x3=2 = 4x2, es decir,u0 = 2x�1=2, cuya soluci�on es u = 4x1=2 + C. Sin m�as que recomponer y = uv obtenemosy = (4x1=2 + C)x3=2, la misma soluci�on para la lineal que con los otros tres m�etodos.APARTADO 50:Ecuaci�on de Bernouilli.Consideremos y0 + a(x)y + b(x)y� = 0:Es claro que, si � = 0, la E. D. anterior es lineal y, si � = 1, es de variables separadas. Enotro caso, veamos c�omo resolverla:Efectuemos el cambio de funci�on y1�� = z, para el cual (1 � �)y��y0 = z0, es decir,1y� y0 = z01�� . Sustituyendo en 1y� y0+ a(x)y1��+ b(x) = 0 tenemos z01�� + a(x)z+ b(x) = 0,con lo que hemos transformado la ecuaci�on de Bernouilli en la E. D. lineal z0+(1��)a(x)z =(�� 1)b(x).Puede seguirse un segundo m�etodo de resoluci�on sin m�as que aplicar un procedimientoan�alogo al �ultimo de los que hemos visto para ecuaciones lineales. Partimos de ladescoposici�on y(x) = u(x)v(x). Derivando, y0 = u0v + uv0 y, sustituyendo en la E. D.,u0v+uv0+a(x)uv+b(x)u�v� = 0, que escribimos como u0v+(v0+a(x)v)u+b(x)u�v� = 0.Ahora, igualamos a 0 el coe�ciente de u, con lo cual tenemos v0 + a(x)v = 0, que es unaecuaci�on en v(x) de variables separadas; resolvi�endola determinamos v(x). Con esta v,la ecuaci�on de la que part��amos ha quedado u0v + b(x)u�v� = 0, que es una ecuaci�onen u(x) de variables separadas. Resolvi�endola encontramos u(x), con lo que ya tenemoscompletamente solucionada la ecuaci�on de Bernouilli.Ejemplo 50: Resolver xy0 + 2y + x5y3ex = 0:Puesta en la forma y0 + 2xy + x4y3ex = 0, es claro que la ecuaci�on es de Bernouillicon � = 3. Hacemos el cambio de funci�on y�2 = z, para el cual z0 = �2y�3y0, es decir,



22 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 50: Ecuaci�on de Bernouilli.Es de la forma y0 + a(x)y + b(x)y� = 0:Si � = 0 es lineal, y si � = 1, de variables separadas. En otro caso, sehace el cambio de funci�on y1�� = z, con lo que la E. D. de Bernouillise transforma en una lineal. Un segundo m�etodo de resoluci�on es elsiguiente: se descompone y(x) = u(x)v(x) y se sustituye en la E. D., seiguala a 0 el coe�ciente de u (queda v0+ a(x)v = 0, que es de variablesseparadas), lo que nos lleva a determinar v, apareciendo ahora unaecuaci�on en u(x) de variables separadas.y0y3 = � z02 . Si sustituimos esto en y0y3 + 2xy�2 + x4ex = 0 queda z0 � 4xz = 2x4ex, que eslineal con a(x) = �4x y b(x) = 2x4ex.Tal como sabemos, la soluci�on de la ecuaci�on lineal es z = exp �� R a(x) dx���R b(x) exp �R a(x) dx� dx + C� : Como R a(x) dx = R �4x dx = �4 log x = log x�4, se siguez = x4(R 2x4exx4 dx+ C) = x4(2ex + C). Por tanto, la soluci�on de la E. D. de Bernouilli esy�2 = x4(2ex + C), es decir, y = x�2(2ex + C)�1=2.Resolvamos ahora la ecuaci�on por el segundo procedimiento explicado. Tomamosy = uv, luego y0 = u0v + uv0; sustituyendo, x(u0v + uv0) + 2uv + x5u3v3ex = 0, esdecir, xu0v + (xv0 + 2v)u + x5u3v3ex = 0. Elijamos v tal que xv0 + 2v = 0, esto es,dvv = �2dxx , lo cual se consigue con log v = �2 log x, o sea, v = x�2. As��, tenemos la nuevaecuaci�on xu0 + x5u3x�6ex = 0, que puede escribirse como �duu3 = ex dx. Su soluci�on es12u2 = ex + C=2, es decir, u = (2ex +C)�1=2. Con todo esto, la soluci�on de la ecuaci�on deBernouilli de la que part��amos es y = x�2(2ex + C)�1=2. L�ogicamente, hemos obtenido lamisma que mediante el primer m�etodo.APARTADO 500:Ecuaci�on de Riccati.Supongamos que tenemos la E. D.y0 + a(x)y + b(x)y2 = c(x):Para resolverla, tenemos que haber encontrado previamente una soluci�on particular yp(x).Si �este es el caso, efectuamos el cambio de funci�on y = yp + z, con lo cual y0 = y0p + z0 y,sustituyendo, y0p+z0+a(x)(yp+z)+b(x)(y2p+2ypz+z2) = c(x). Como y0p+a(x)yp+b(x)y2p =c(x) por ser yp soluci�on particular, esa expresi�on queda z0+a(x)z+ b(x)z2+2b(x)zyp = 0,



E. D. expl��citas de primer orden 23es decir, z0 + [a(x) + 2b(x)yp(x)]z + b(x)z2 = 0, que es una E. D. de Bernouilli con � = 2.(N�otese ahora que, como el cambio z = u�1 en la de Bernouilli reducir��a �esta a una lineal,el cambio directo y = yp + 1u transforma la ecuaci�on de Riccati en una lineal de un solopaso.)Existen diversos resultados interesantes sobre la ecuaci�on de Riccati. Por ejemplo, si seconocen dos soluciones y1 e y2 suyas, el cambio de funci�on y = y1�vy21�v lleva a que se puedaresolver la ecuaci�on con una sola cuadratura: v = C exp(R b(x)(y2(x) � y1(x)) dx). Perodesafortunadamente, no hay ning�un procedimiento general que permita obtener algunasoluci�on particular, por lo que muchas veces las E. D. de Riccati no resultan integrablesen t�erminos de funciones elementales. A este respecto, resulta apropiado citar la ecuaci�onespecial de Riccati y0 + by2 = cxm con b; c 2 R n f0g; se sabe que puede resolverse ent�erminos �nitos si y s�olo si m = �2 o m = �4k2k+1 para alg�un entero k.RECETA 500: Ecuaci�on de Riccati.Es de la forma y0 + a(x)y + b(x)y2 = c(x):El m�etodo requiere haber encontrado previamente una soluci�on parti-cular yp(x). Si �este es el caso, haciendo el cambio de funci�on y = yp+z,la E. D. de Riccati se reduce a una de Bernouilli con � = 2.Ejemplo 500: Resolver y0 + y2 = x2 � 2x:Un primer vistazo a la ecuaci�on nos induce a pensar que, posiblemente, tenga comosoluci�on un polinomio de primer grado y = ax+ b. Sustituyendo, a+ (ax+ b)2 = x2 � 2x,lo que, efectivamente, se satisface para a = �1 y b = 1. Por tanto, una soluci�on particulares yp = �x+1. Si efectuamos el cambio de variable y = �x+1+ z (luego y0 = �1+ z0) ysustituimos en la E. D., obtenemos, tras simpli�car, z0 + (2 � 2x)z + z2 = 0, ecuaci�on deBernouilli con � = 2. Haciendo el cambio z = u�1 (de donde u0 = �1z2 z0), al sustituir en�1z2 z0 + 2�2xz +1 = 0 aparece u0+ (2x� 2)u = 1, que es una E. D. lineal con a(x) = 2x� 2y b(x) = 1. La soluci�on de esta �ultima esu = exp �R (2� 2x) dx� �Z exp �R (2x� 2) dx� dx + C� = e2x�x2 �Z ex2�2x dx+ C� :Deshaciendo los cambios, u = 1z = 1y+x�1 , luego1y + x � 1 = e2x�x2 �Z ex2�2x dx +C�



24 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.es la soluci�on de la E. D. de Riccati. (De aqu�� puede despejarse y si se desea, obteni�endosela soluci�on expl��citamente, pero la integral que aparece no puede resolverse en t�erminos defunciones elementales.)APARTADO 6:Sustituciones.Supongamos que tenemos la E. D.y0 = f(x; y)que tiene un aspecto diferente a cualquiera de las que ya se han estudiado. En ocasionespuede ocurrir que, sustituyendo una parte de la ecuaci�on por una nueva variable, la E. D.aparentemente dif��cil de la que part��amos se transforme en una que puede resolverse confacilidad. Esto es, en esencia, encontrar un cambio de variables inteligente. Aunque nopueden darse reglas �jas sobre qu�e sustituciones usar, si es que hay alguna sustituci�onposible, vale la pena intentar algo cuando no se nos ocurre otro camino. Muchas veces, unasustituci�on muy simple puede ser su�ciente.RECETA 6: Sustituciones.Cuando tenemos una E. D.y0 = f(x; y)que no responde a alguno de los tipos estudiados hasta ahora, a vecesuna sustituci�on (en esencia, un cambio de variable) m�as o menosingeniosa transforma la ecuaci�on en una reconocible. L�ogicamente, nopuede darse una regla general pero, en todo caso, merece la penaintentar algo.Ejemplo 6: Resolver x dydx � y = 2x3y ey=x:La ecuaci�on no es separable, ni homog�enea, ni exacta, ni admite factores integrantes�(x) o �(y), ni, �nalmente, es lineal, de Bernouilli o de Riccati. Sin embargo, si laponemos en la forma xy0�yx2 = 2xy ey=x, nos damos cuenta r�apidamente que la derivadadel exponente y=x es el primer miembro y0x�yx2 . As��, al efectuar el cambio de funci�ondado por la sustituci�on u = yx , la ecuaci�on queda transformada en u0 = 2u�1eu, esdecir, ue�u du = 2 dx, ecuaci�on en variables separadas. Integrando por partes resulta�ue�u � e�u + C = 2x, de donde u+ 1 = (C � 2x)eu. Volviendo a las variables iniciales,yx +1 = (C�2x)ey=x, y por tanto la soluci�on de la E. D. de partida es, expresada en formaimpl��cita, y + x = x(C � 2x)ey=x.



ECUACIONES EN LASQUELADERIVADAAPARECE IMPL�ICITAMENTESon las que tienen la forma F (x; y; y0) = 0:APARTADO 7:F algebraica en y0 de grado n.Supongamos que tenemos(y0)n + a1(x; y)(y0)n�1 + � � �+ an�1(x; y)y0 + an(x; y) = 0:Si pensamos en la expresi�on anterior como en un polinomio en y0 de grado n igualadoa cero, y logramos resolver la expresi�on algebraica, obtenemos las ra��ces y0 = fi(x; y),i = 1; 2; : : : ; n. Es decir,(y0 � f1(x; y))(y0 � f2(x; y)) � � � (y0 � fn(x; y)) = 0:Por lo tanto, las soluciones de la E. D. de partida ser�an las de cada una de las nuevasecuaciones diferenciales y0 � fi(x; y) = 0, i = 1; 2; : : : ; n, que habr�a que resolver. De estaforma obtenemos n familias uniparam�etricas de soluciones.RECETA 7: F algebraica en y0 de grado n.Tenemos(y0)n + a1(x; y)(y0)n�1 + � � �+ an�1(x; y)y0 + an(x; y) = 0:Resolvi�endolo como un polinomio en y0 de grado n igualado a ceroobtenemos(y0 � f1(x; y))(y0 � f2(x; y)) � � � (y0 � fn(x; y)) = 0:Por tanto, las soluciones de la E. D. de partida ser�an las soluciones decada una de las ecuaciones y0 � fi(x; y) = 0, i = 1; 2; : : : ; n.25



26 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.Ejemplo 7: Resolver y2((y0)2 + 1) = 1:Despejando (y0)2 queda (y0)2 = 1�y2y2 , cuyas soluciones algebraicas son y0 = �p1�y2y .Vamos a resolver estas dos nuevas ecuaciones diferenciales a la vez (ambas son de variablesseparadas). Si las ponemos como � y dyp1�y2 = dx, integrando, �p1� y2 = x + C. Sielevamos al cuadrado ambos t�erminos, podemos expresar conjuntamente las dos familiasde soluciones como 1�y2 = (x+C)2, es decir, (x+C)2+y2 = 1, que son las circunferenciascon centro en el eje x y radio 1.Por �ultimo, es evidente que y = 1 e y = �1 tambi�en son soluciones de la E. D.,aunque no se encuentran entre las que acabamos de hallar. Si atendemos a la interpretaci�ongeom�etrica de las ecuaciones diferenciales, es l�ogico que estas dos rectas sean soluciones,ya que son las envolventes de la familia de circunferencias que satisfacen la E. D.Obtenci�on de la envolvente de una familia de curvas.Recordemos qu�e es una envolvente: Dada una familia uniparam�etrica de curvasf'�g�2A en el plano, la envolvente de la familia es una nueva curva ' tal que, en cadapunto de contacto de ' con alguna de las '�, la tangente de ' y de '� es la misma.� Supongamos en primer lugar que tenemos una familia de curvas expresadasimpl��citamente como F (x; y;C) = 0 (es decir, para cada valor del par�ametro C apareceuna curva de la familia). Las envolventes se obtienen eliminando C del sistema(F (x; y;C) = 0FC(x; y;C) = 0 ;donde con FC hemos denotado la derivada parcial de F respecto a C.En el caso de las circunferencias del ejemplo anterior tendr��amos( (x+ C)2 + y2 = 12(x+ C) = 0 :Despejando en la segunda ecuaci�on, x = �C y, sustituyendo en la primera, y2 = 1. Esdecir, las envolventes son las rectas y = �1.� En segundo lugar, supongamos que tenemos la familia de curvas en param�etricas(x = x(t; C)y = y(t; C) :Las envolventes se obtienen despejando C = C(t) en el jacobiano igualado a cerodet�xC yCxt yt � = 0



E. D. en las que la derivada aparece impl��citamente 27y sustituyendo en las ecuaciones param�etricas.Realmente, con estos procedimientos no s�olo aparecen las envolventes, sino tambi�enlos lugares geom�etricos de puntos singulares, ya sea de puntos de retroceso, de puntos deinexi�on o de c�uspides. (En los puntos de retroceso no hay vector tangente, y surgen enel proceso anterior sea cual sea la parametrizaci�on de las curvas; en cambio, los puntosde inexi�on y las c�uspides pueden aparecer o no seg�un sea la parametrizaci�on usada. Porejemplo, nunca surgen al usar el par�ametro arco. Por esta raz�on, a los primeros se lesllama puntos singulares esenciales y, a los otros, puntos singulares evitables.) En todocaso, despu�es de aplicar estos m�etodos, hay que comprobar siempre qu�e es lo que hemosencontrado.APARTADO 8:Ecuaci�on de la forma y = f(x; y0).Como procedimiento general para intentar resolver este tipo de ecuaciones, tomamosy0 = p y derivamos y = f(x; y0) respecto de x, con lo cual tenemosp = y0 = fx + fy0 dy0dx = fx(x; p) + fy0 (x; p)p0:(Quiz�as resulte m�as sencillo interpretar esto como que derivamos y = f(x; p) respecto dex, obteni�endose directamente p = fx + fpp0.) Cuando f tiene la forma adecuada, la nuevaecuaci�on p = fx(x; p)+fp(x; p)p0 que hemos encontrado puede ser de alguno de los tipos yaestudiados. Si �este es el caso, la resolvemos, obteniendo su soluci�on x = �(p;C). Entonces,la soluci�on de la E. D. de partida ser�a(x = �(p;C)y = f(�(p;C); p) ;expresado como una familia de curvas en param�etricas. Puede resultar extra~no pensar queel par�ametro p vale precisamente dydx ; pero esto no importa en absoluto, sino que puedeconsiderarse una simple curiosidad.Sin embargo, no siempre ocurre, para una funci�on f gen�erica, que el proceso anteriorconduzca a una ecuaci�on reconocible. Esto s�� que sucede en los tres casos que estudiamosa continuaci�on:8:1: Ecuaci�on y = f(y0):En este caso, como f(x; y0) = f(y0), se tiene fx(x; p) = 0, luego con el proceso descritohabremos obtenido la ecuaci�on p = fp(p)p0 o, lo que es lo mismo, p = f 0(p)p0. Si p 6= 0,esto lo podemos poner como dx = f 0(p)p dp, que es de variables separadas. Integr�andola,x = R f 0(p)p dp = �(p) + C, y las soluciones de y = f(y0) ser�an las curvas( x = �(p) + Cy = f(p) :



28 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.Notar, a la vista de su representaci�on param�etrica, que todas ellas tienen la misma forma:se diferencian �unicamente en un desplazamiento horizontal.A partir de p = 0 obtenemos la soluci�on constante y = f(0) (al sustituir en la ecuaci�onqueda f(0) = f(0)). Gr�a�camente, esto es una recta envolvente de las dem�as soluciones.8:2: Ecuaci�on de Lagrange:y + x'(y0) +  (y0) = 0:Si ponemos y0 = p y derivamos respecto de x quedap+ '(p) + x'0(p) dpdx +  0(p) dpdx = 0que, si lo preferimos, podemos escribir como (p + '(p)) dx + x'0(p) dp +  0(p) dp = 0.� Supongamos en primer lugar que p + '(p) 6= 0. Entonces, podemos dividir porp+ '(p), con lo que nos aparece la ecuaci�on linealdxdp + '0(p)p+ '(p)x +  0(p)p+ '(p) = 0en la que x act�ua como funci�on y p como variable. Si la resolvemos, obtendremos comosoluci�on x = �(p;C). Con esto, habremos encontrado para la E. D. de Lagrange lassoluciones (x = �(p;C)y = ��(p;C)'(p)�  (p)en forma de familia de curvas param�etricas.� Supongamos ahora que existe alg�un � para el cual � + '(�) = 0. Formalmente,tomamos y0 = � y, sustituyendo en la E. D., y+x'(�)+ (�) = 0, es decir, y = �x� (�).Esta recta es, efectivamente, soluci�on de la ecuaci�on de Lagrange, sin m�as que comprobarque la satisface: �x� (�)+x'(�)+ (�) = 0 pues �+'(�) = 0. Estas rectas decimos queson las soluciones singulares de la ecuaci�on. Adem�as, rec��procamente, vamos a ver que siy = �x�  (�) es soluci�on de la E. D., entonces se cumple que �+ '(�) = 0. Para ello, nohay m�as que utilizar que y = �x� (�) satisface la ecuaci�on, con lo cual deber�a cumplirse0 = �x �  (�) + x'(�) +  (�) = (�+ '(�))x, luego �+ '(�) = 0.8:3: Ecuaci�on de Clairaut:y � xy0 +  (y0) = 0:�Este es un caso particular de ecuaci�on de Lagrange con '(y0) = �y0. Aqu��, como'(�) + � = 0 para todo � 2 R, no existen las soluciones que, en la ecuaci�on de Lagrange,encontr�abamos por el m�etodo general; s�olo aparecen rectas. En realidad, tenemos ahoracomo soluciones de la E. D. toda la familia de rectas y = �x�  (�), � 2 R.



E. D. en las que la derivada aparece impl��citamente 29Vamos a ver que, adem�as, existe una soluci�on singular, la envolvente de este haz derectas. Para ello, planteamos el sistema( y = �x �  (�)0 = x�  0(�)en el que la segunda ecuaci�on es la primera derivada respecto al par�ametro �. Paraencontrar expl��citamente la envolvente habr��a que despejar � en una de las dos ecuacionesy sustituir en la otra, lo cual no siempre es posible. Pero podemos dejar su ecuaci�onparam�etrica que, obviamente, ser�a(x =  0(�)y = � 0(�) �  (�) :Aparte de la consideraci�on geom�etrica de que las rectas no tienen puntos de retroceso,c�uspides o puntos de inexi�on, realmente podemos garantizar que esta curva es unaenvolvente y no un lugar geom�etrico de puntos singulares. En efecto, en cada punto(x(�); y(�)) de la curva, esta interseca precisamente a la recta y = �x �  (�) del haz;y la pendiente de esa recta en el punto de intersecci�on (y en cualquier otro, de hecho), quees �, coincide con la de la curva:dydx = dy=d�dx=d� =  0(�) + � 00(�) �  0(�) 00(�) = �:De paso, esto signi�ca que las soluciones rectas son las tangentes de la soluci�on singular.Realmente, podemos hallar las soluciones de la ecuaci�on de Clairaut sin necesidad desaber que es un caso particular de la ecuaci�on de Lagrange cuyas soluciones son rectas y suenvolvente. Para ello, tomamos y0 = p en la E. D. y derivamos la expresi�on y�xp+ (p) = 0respecto de x, obteniendo p � p � xp0 +  0(p)p0 = 0, es decir, (�x +  0(p))p0 = 0. Deaqu��, p0 = 0 o  0(p) = x. En primer lugar, si suponemos d2ydx2 = p0 = 0, tendremosdydx = p = � constante; sustituyendo en la E. D. encontramos la familia de soluciones rectasy = �x� (�), � 2 R. En segundo lugar, si suponemos  0(p) = x, encontramos la soluci�ondada param�etricamente por (x =  0(p)y = p 0(p)�  (p)(donde, anecd�oticamente, el par�ametro p coincide con p = dydx ); �esta es la soluci�on singular,la envolvente del haz de rectas.Ejemplo 8:1: Resolver y = (y0)2 + 2(y0)3:Tomando y0 = p podemos poner y = p2 + 2p3. Derivando respecto de x tenemosy0 = p = 2pp0 + 6p2p0 = (2p + 6p2)p0, es decir, p = (2 + 6p)pp0. Para p 6= 0, simpli�camos



30 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 8: Ecuaci�on de la forma y = f(x; y0).En general, se toma y0 = p y se deriva la ecuaci�on y = f(x; y0)respecto de x. Si f tiene la forma adecuada, a la nueva E. D. se lepuede aplicar alguno de los m�etodos ya estudiados, procedi�endose as��a su resoluci�on.8:1: Cuando y = f(y0);la ecuaci�on que se obtiene mediante el proceso anterior es de variablesseparadas.8:2: Ecuaci�on de Lagrange:y + x'(y0) +  (y0) = 0:Se reduce a una ecuaci�on lineal con x como funci�on y p como variable.Adem�as, para los � tales que �+'(�) = 0 se obtienen como solucioneslas rectas y = �x �  (�).8:3: Ecuaci�on de Clairaut:y � xy0 +  (y0) = 0:Es un caso particular de ecuaci�on de Lagrange en el que s�olo aparecenrectas (y su envolvente).por p, con lo que 1 = (2 + 6p)p0, es decir, dx = (2 + 6p) dp. Integrando, obtenemos comosoluci�on la familia de curvas param�etricas( x = 2p+ 3p2 + Cy = p2 + 2p3 :Adem�as, a partir de p = 0 se tiene la soluci�on singular y = 0.Para concluir el ejemplo, vamos a ver qu�e obtenemos si intentamos encontrar laenvolvente de la familia de curvas param�etricas anteriores. Se tienedet� 1 02 + 6p 2p+ 6p2� = p(2 + 6p) = 0 () p = 0 o p = �13 :Con p = 0 obtenemos la recta y = 0 que, efectivamente, es soluci�on de la E. D.: esla envolvente de las otras soluciones. Pero con p = �13 aparece la recta y = 127 que,claramente, no es soluci�on. En realidad, en un punto (x; y) de cualquiera de las curvas, elvector tangente es ( _x; _y) = (dxdt ; dydt ) = (2 + 6p; 2p + 6p2). As��, cuando p = 0 tenemos elvector tangente ( _x; _y) = (2; 0); pero cuando p = �13 el vector tangente es ( _x; _y) = (0; 0), esdecir, no hay vector tangente. Esto quiere decir que la recta y = 127 es el lugar geom�etricode los puntos de retroceso de la familia de curvas soluci�on.



E. D. en las que la derivada aparece impl��citamente 31Ejemplo 8:2: Resolver y = x+ y0 � 3(y0)2:Nos encontramos ante una ecuaci�on de Lagrange y+x'(y0)+ (y0) = 0 con '(y0) = �1y  (y0) = �y0 + 3(y0)2. Para resolverla, tomamos p = y0 y, derivando la E. D. respecto dex, tenemos p = 1+ p0 � 6pp0, es decir, (p� 1) dx = (1� 6p) dp. Para p 6= 1 podemos ponerdx = 1�6pp�1 dp = (�6� 5p�1 ) dp, ecuaci�on de variables separadas. (Fijarse que, al describir elproceso, hemos dicho que ten��a que salir aqu�� una ecuaci�on lineal; por casualidad, lo que nosha aparecido es una lineal homog�enea, que siempre es una E. D. de variables separadas.)Integr�andola, x = �6p � 5 log(p � 1) + C. Sustituyendo esto y y0 = p en la expresi�ony = x+y0�3(y0)2 queda y = �6p�5 log(p�1)+C+p�3p2 = �5p�3p2�5 log(p�1)+C.As�� pues, las curvas param�etricas(x = �6p� 5 log(p � 1) + Cy = �5p� 3p2 � 5 log(p� 1) + Cson soluciones de la ecuaci�on de Lagrange de la que part��amos.Adem�as de �estas, a partir de p = 1 se obtiene, sin m�as que sustituir literalmente eny = x + p� 3p2, la soluci�on singular dada por la recta y = x � 2.Ejemplo 8:3: Resolver y = y0x � 2(y0)2:Estamos ante una ecuaci�on de Clairaut y�xy0+ (y0) = 0 con  (y0) = 2(y0)2. Hemosdemostrado que, sin m�as que tomar y0 = �, las rectas y = �x � 2�2 son soluci�on de laE. D. para cada � 2 R. Calculemos su envolvente: en el sistema( y = �x� 2�20 = x� 4�(recordar que la segunda ecuaci�on se obtiene derivando la primera respecto al par�ametro �)despejamos � = x4 en la segunda ecuaci�on y, sustituyendo en la primera, encontramos quela envolvente es la par�abola y = x28 .Por otra parte, si hubi�eramos intentado resolver la E. D. directamente, sin utilizar loque hemos demostrado previamente, tendr��amos que tomar y0 = p, con lo cual y = px�2p2y, derivando respecto de x, p = p0x + p � 4pp0, es decir, (x � 4p)p0 = 0. De aqu��, p0 = 0 ox = 4p. Si suponemos d2ydx2 = p0 = 0, tendremos dydx = p = � constante, luego, sustituyendoen la E. D., hubi�eramos encontrado como soluciones las rectas y = �x � 2�2, � 2 R. Por�ultimo, para hallar la soluci�on singular (envolvente de las rectas), si suponemos x = 4p,tendr��amos la soluci�on param�etrica( x = 4py = px� 2p2 = 4p2 � 2p2 = 2p2 ;l�ogicamente, sin m�as que despejar p en la primera expresi�on y sustituir en la segunda, estacurva es la par�abola y = x28 .



32 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.APARTADO 9:Ecuaci�on de la forma x = f(y; y0).Estas ecuaciones son similares a las que aparecen en el apartado 8 pero con el papelde x e y intercambiado. En general, para intentar resolverlas, tomamos y0 = p y derivamosx = f(y; y0) (o, si se pre�ere interpretarlo as��, x = f(y; p)) respecto de y (en lugar derespecto a x, como hac��amos en el apartado 8). Esto requiere tener un poco m�as de cuidado,adem�as de usar dxdy = 1dy=dx = 1p . As��,1p = dxdy = fy(y; p) + fp(y; p) dpdy :Seg�un como sea f , esta nueva ecuaci�on 1p = fy(y; p) + fp(y; p) dpdy a la que hemos reducidola que ten��amos responde a alguno de los tipos previamente estudiados, luego podr��amosresolverla. En cualquier caso, si logramos hacerlo, obtenemos su soluci�on y = �(p;C). Conesto, la soluci�on de la ecuaci�on de partida ser�a la familia de curvas param�etricas(x = f(�(p;C); p)y = �(p;C) :Pero no podemos asegurar que, para una funci�on f cualquiera, sepamos resolver laecuaci�on intermedia que nos aparece, con lo que no habr��a forma de continuar el proceso.Se pueden estudiar casos similares a los de la forma y = f(x; y0) en los que se garantizaque el m�etodo no quedar�a interrumpido. Los tres casos que merece la pena distinguir sonlos siguientes:9:1: Ecuaci�on x = f(y0).9:2: Ecuaci�on x + y'(y0) +  (y0) = 0.9:3: Ecuaci�on x � yy0 +  (y0) = 0.Se deja al lector que, como ejercicio, describa el m�etodo de resoluci�on de estos trestipos de ecuaciones. Simplemente hay que dedicarse a modi�car, con cuidado, el procesoutilizado en los correspondientes tipos 8.1, 8.2 y 8.3, recordando que ahora hay que derivarrespecto de y en lugar de respecto de x.RECETA 9: Ecuaci�on de la forma x = f(y; y0).En general, se toma y0 = p y se deriva la ecuaci�on x = f(y; y0)respecto de y. Seg�un como sea f , la nueva E. D. que as�� se obtiene esya conocida, procedi�endose a su resoluci�on. Se pueden estudiar casossimilares a los de la forma y = f(x; y0).



E. D. en las que la derivada aparece impl��citamente 33Ejemplo 9: Resolver x = (y0)3 + y0:Si tomamos dydx = y0 = p y derivamos x = p3 + p respecto de y tenemos1p = 1dy=dx = dxdy = 3p2 dpdy + dpdy ;que podemos poner como dy = (3p3+p) dp, ecuaci�on en variables separadas. Integr�andola,y = 34p4 + 12p2 +C. Por lo tanto, las soluciones de la ecuaci�on x = (y0)3 + y0 son la familiade curvas param�etricas ( x = p3 + py = 34p4 + 12p2 + C :APARTADO 10:Ecuaci�on de la forma F (y; y0) = 0.Para intentar encontrar sus soluciones, consideremos la curva F (�; �) = 0. El m�etodode resoluci�on requiere que hayamos logrado encontrar previamente una representaci�onparam�etrica de la curva, esto es, � = '(t) y � =  (t) tal que F ('(t);  (t)) = 0. Si as�� hasido, vamos ahora a efectuar el cambio de funci�on y por t mediante y = '(t), teniendo encuenta que y0 =  (t).Entonces, derivando y = '(t) respecto de x tenemos y0 = '0(t) dtdx que, al ser y0 =  (t),puede escribirse como  (t) = '0(t) dtdx ;ecuaci�on en variables separadas.� Si  (t) no se anula, podemos poner dx = '0(t) (t) dt e, integrando, x = R '0(t) (t) dt+ C.Como consecuencia, la familia de curvas param�etricas( x = R '0(t) (t) dt+ Cy = '(t)son soluciones de la E. D. de partida.� Si existe alg�un t0 para el que  (t0) = 0, formalmente efectuamos el siguienterazonamiento: 0 = '0(t) dtdx , as�� que '0(t) = 0 y consecuentemente '(t) = cte. = '(t0),lo que nos conducir��a a la soluci�on y = '(t0). Y, en efecto, podemos comprobar conrigor que esta recta horizontal es soluci�on de la E. D. sin m�as que sustituir en ella:F (y; y0) = F ('(t0); 0) = F ('(t0);  (t0)) = 0.



34 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 10: Ecuaci�on de la forma F (y; y0) = 0.Consideramos la curva F (�; �) = 0. Si encontramos una represen-taci�on param�etrica � = '(t), � =  (t), F ('(t);  (t)) = 0, se hace elcambio de funci�on y por t mediante y = '(t), y0 =  (t). As��, derivandoy = '(t) respecto de x, aparece una ecuaci�on en variables separadas.Ejemplo 10: Resolver y2=3 + (y0)2=3 = 1:Si tomamos y = cos3 t, y0 = sen3 t, es claro que (cos3 t)2=3 + (sen3 t)2=3 = 1.Derivando y = cos3 t tenemos y0 = �3 cos2 t sen t dtdx , lo que, usando y0 = sen3 t, resulta sersen3 t = �3 cos2 t sen t dtdx .Si suponemos, en primer lugar, sen t 6= 0, tenemos dx = �3 cos2 tsen2 t dt = �3 cot2 t dt.Integrando x = �3 R cot2 t dt = �3 R (1 + cot2 t) dt + 3 R dt = 3cot t + 3t + C. Por tanto,las curvas param�etricas ( x = 3cot t+ 3t+ Cy = cos3 tson soluciones de la E. D. de partida.Por �ultimo, para los t tales que sen3 t = 0, lo cual ocurre cuando t = k�, k 2 Z,aparecen como soluciones singulares, tal como justi�camos al desarrollar el m�etodo, lasrectas horizontales y = cos3(k�), es decir, y = 1 e y = �1.



ECUACIONESDIFERENCIALES EN LASQUESEPUEDEREDUCIR ELORDENSupongamos que tenemos la E. D.F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0 con n > 1:Al contrario de lo que ocurr��a con ecuaciones de primer orden, no hay muchos m�etodospara encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales de orden mayor que uno. Por ejemplo,est�a demostrado que la E. D. lineal general de orden n > 1 no es soluble por cuadraturas.S�� que pueden resolverse las ecuaciones lineales de orden n con coe�cientes constantes;aunque �este es un tema central en el estudio de la teor��a de E. D. O., no nos ocuparemosde ello en estas notas.Realmente, lo �unico que vamos a ver aqu�� es una serie de m�etodos que permiten reducirel orden de una E. D. Aplic�andolos (sucesivamente si es necesario), podremos llegar a unaecuaci�on de primer orden que, con un poco de suerte, se encontrar�a entre las que ya sabemosresolver.APARTADO 11:Ecuaci�on de la forma F (x; y(k); : : : ; y(n)) = 0 con 1 � k � n.Tenemos una ecuaci�on en la que no aparece la variable dependiente y (y adem�as, sik > 1, tampoco sus derivadas hasta el orden k � 1). Es evidente que el cambio y(k) = z laconvierte en F (x; z; : : : ; z(n�k)) = 0;que es una E. D. de orden n � k. Si logramos resolverla, obtenemos que su soluci�on ser�az = �(x;C1; : : : ; Cn�k), una familia dependiente de n � k constantes. Entonces, comoy(k) = z, para encontrar las soluciones de la ecuaci�on original bastar�a con integrar k veces�(x;C1; : : : ; Cn�k) respecto de x, es decir,y = ZZ � � �Z| {z }k veces �(x;C1; : : : ; Cn�k) dx dx : : : dx| {z }k veces ;lo cual introducir�a k nuevas constantes en la soluci�on general. De este modo, dicha soluci�ongeneral tendr�a la formay = ZZ � � �Z| {z }k veces �(x;C1; : : : ; Cn�k) dx dx : : : dx| {z }k veces + Cn�k+1xk + � � � +Cn�1x +Cn:35



36 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.RECETA 11: Ecuaci�on de la forma F (x; y(k); : : : ; y(n)) = 0.Mediante el cambio y(k) = z se convierte en una ecuaci�on deorden n� k.Ejemplo 11: Resolver y00 � xy000 + (y000)3 = 0:Tomemos y00 = z, con lo que la ecuaci�on se transforma en z � xz0 + (z0)3 = 0, que esde Clairaut. Sin m�as que sustituir z0 = �, las soluciones de �esta son las rectas z = �x��3,� 2 R. Adem�as, tambi�en son soluci�on las envolventes. Para calcularlas, en el sistema( z = �x� �30 = x � 3�2despejamos � = �px3 en la segunda ecuaci�on, con lo que, sustituyendo en la primera,encontramos las dos envolventes z = �2x3 px3 . Una vez resuelta completamente la ecuaci�onde Clairaut, hallemos las soluciones de la original:Como y00 = z, a partir de z = �x � �3, integrando dos veces,y = Z �Z (�x � �3) dx� dx = �x36 � �3x22 +C1x + C2:Cambiando la notaci�on de las constantes, y = K1x3 � 108K31x2 +K2x+K3.Por �ultimo, de z = �2x3 px3 obtenemosy = Z �Z �23p3x3=2 dx� dx = Z � �23p3 x5=25=2 +C1� dx = �415p3 x7=27=2 + C1x+ C2:Es decir, las dos familias de curvas y = 8x3105px3 + C1x+ C2 y y = �8x3105px3 + C1x +C2.APARTADO 110:Ecuaciones lineales de orden superior.Supongamos que tenemos una ecuaci�onan(x)y(n) + an�1(x)y(n�1) + � � �+ a1(x)y0 + a0(x)y = g(x)con n > 1. En primer lugar, conviene dejar constancia de que existe una teor��a generalbien establecida sobre ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden. Pero �este esun estudio esencialmente te�orico: no es posible describir la soluci�on general de una E. D.



E. D. en las que se puede reducir el orden 37lineal de orden 2 o superior por medio de cuadraturas. Sin embargo, s�� que se calculan lassoluciones de forma muy satisfactoria cuando nos encontramos ante ecuaciones lineales concoe�cientes constantes (es decir, cuando ai(x) = ai 2 R, 0 � i � n). Pero todo esto quedafuera de los objetivos que estamos persiguiendo aqu��. Fundamentalmente, en este apartadonos preocuparemos s�olo de ver c�omo una ecuaci�on lineal de orden n > 1 puede reducirse deorden, sucesivamente si es necesario, hasta llegar a una ecuaci�on lineal de primer orden, delas que hemos estudiado en el apartado 5. En realidad, este m�etodo de reducci�on de ordenradica en haber encontrado previamente una soluci�on particular de la lineal homog�eneaasociada an(x)y(n) + an�1(x)y(n�1) + � � �+ a1(x)y0 + a0(x)y = 0;si no hemos sabido hallar tal soluci�on particular, el proceso aqu�� descrito no tiene paranosotros ninguna utilidad pr�actica.Supongamos pues que hemos logrado encontrar una soluci�on particular yn(x) de lahomog�enea asociada (m�as adelante se pondr�a de mani�esto por qu�e resulta adecuadointroducir una n en la notaci�on de la soluci�on particular). En este caso, efectuamos elcambio de funci�on y por z dado por y(x) = yn(x)z(x). Sin m�as que derivar sucesivamente,obtenemosy0(x) = y0n(x)z(x) + yn(x)z0(x)y00(x) = y00n(x)z(x) + 2y0n(x)z0(x) + yn(x)z00(x): : :y(n)(x) = y(n)n (x)z(x) + � � �+�nk�y(k)n (x)z(n�k)(x) + � � �+ yn(x)z(n)(x):Sustituyendo en la lineal, y sacando factor com�un los z(k), quedaanynz(n) + (nany0n + an�1yn)z(n�1) + � � � + (nany(n�1)n + � � �+ 2a2y0n + a1yn)z0+ (any(n)n + � � � + a1y0n + a0yn)z = g(x):El coe�ciente de z en la expresi�on anterior es 0 por ser precisamente yn soluci�on de laecuaci�on lineal homog�enea. As��, podemos ponerbn(x)z(n) + bn�1(x)z(n�1) + � � �+ b1(x)z0 = g(x):�Esta es una E. D. de las estudiadas en el apartado anterior. Si en ella hacemos z0 = uaparece bn(x)u(n�1) + bn�1(x)u(n�2) + � � �+ b1(x)u = g(x);que es una ecuaci�on lineal de orden n� 1.Si sabemos resolver esta nueva ecuaci�on (por ejemplo, si n � 1 = 1 y aplicamoscualquiera de los m�etodos de resoluci�on de E. D. lineales de primer orden ya estudiados),



38 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.tendremos que su soluci�on general ser�a una funci�on u(x) = �(x;C1; : : : ; Cn�1) dependientede n� 1 constantes. Entonces, la soluci�on de la de partida ser�ay(x) = yn(x)z(x) = yn(x)Z u(x) dx = yn(x)Z �(x;C1; : : : ; Cn�1) dx= yn(x)Z �(x;C1; : : : ; Cn�1) dx + Cnyn(x);donde Cn surge como constante de integraci�on al calcular una primitiva de � (que aparecerepresentada con la misma notaci�on de integral, esperando que este peque~no y habitualabuso de notaci�on no introduzca confusi�on en el lector). Si no conseguimos resolverla engeneral, se puede intentar reducir el orden de nuevo encontrando ahora un�1(x) soluci�onparticular de la homog�enea asociada. Si este proceso lo logramos hacer el su�ciente n�umerode veces, llegaremos siempre a una ecuaci�on lineal de orden 1, que s�� que sabemos resolver.Finalizaremos comentando c�omo varios de los resultados estudiados para E. D. linealesde primer orden tambi�en pueden aplicarse a lineales de orden superior. En primer lugar, esinmediato comprobar (tal como hac��amos en (iii) del apartado 5) que la soluci�on generalde la lineal puede expresarse como una soluci�on particular de la lineal m�as la soluci�ongeneral de la lineal homog�enea asociada. (L�ogicamente, si la lineal ya es homog�enea, puedetomarse como soluci�on particular la funci�on nula.)Por otra parte, el proceso de reducci�on de orden que hemos utilizado nos muestra, porinducci�on, que la soluci�on general de la lineal de orden n puede expresarse comoy(x) = yp(x) + C1y1(x) + � � �+ Cn�1yn�1(x) + Cnyn(x);donde yp(x) es una soluci�on particular de la lineal. En efecto, para orden n = 1 lo hemosprobado al tratar las lineales de primer orden. Y, para efectuar el paso de inducci�on deorden n� 1 a n, basta �jarse en el desarrollo del proceso de reducci�on seguido. En efecto,por hip�otesis de inducci�on, la soluci�on de la E. D. en u(x) de orden n� 1 que nos aparec��atendr�a la formau(x) = �(x;C1; : : : ; Cn�1) = up(x) + C1u1(x) + � � �+ Cn�1un�1(x):Por tanto, la soluci�on de la ecuaci�on de partida de orden n ser�ay(x) = yn(x)z(x) = yn(x)Z u(x) dx = yn(x)Z �(x;C1; : : : ; Cn�1) dx= yn(x)Z �up(x) + C1u1(x) + � � �+ Cn�1un�1(x)� dx= yn(x)�Z up(x) dx + C1 Z u1(x) dx + � � �+ Cn�1 Z un�1(x) dx +Cn�= yn(x)�Up(x) +C1U1(x) + � � �+ Cn�1Un�1(x) + Cn�= yp(x) + C1y1(x) + � � �+ Cn�1yn�1(x) + Cnyn(x);



E. D. en las que se puede reducir el orden 39tal como quer��amos comprobar.Tambi�en existe el m�etodo de variaci�on de las constantes para E. D. lineales de ordenn, y est�a destinado a resolver la ecuaci�on lineal cuando se conoce la soluci�on general de lahomog�enea asociada, y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + � � �+ Cnyn(x). En estas condiciones, sebusca la soluci�on de la lineal de la formay(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + � � �+ Cn(x)yn(x)para ciertas funciones Ck(x) a determinar. Para encontrar estas Ck(x), se derivasucesivamente la expresi�on anterior y se sustituye en la ecuaci�on lineal, igualando a cerolos coe�cientes de los yk(x). Aunque no nos preocuparemos de ello, puede demostrarserigurosamente que esto siempre conduce a la soluci�on buscada.RECETA 110: Ecuaciones lineales de orden superior.Son de la formaan(x)y(n) + an�1(x)y(n�1) + � � �+ a1(x)y0 + a0(x)y = g(x):Si logramos encontrar alguna soluci�on yn(x) de la lineal homog�eneaasociada, el cambio de funci�on y = ynz hace que la lineal se transformeen una del tipo anterior, cuyo orden se puede reducir. As��, aparece unanueva ecuaci�on lineal, esta vez de orden n� 1.Ejemplo 110: Resolver xy00 + (7x � 1)y0 � 7y = x2e�7xsabiendo que la lineal homog�enea asociada tiene una soluci�on de la forma eax.En primer lugar, determinemos a para que y2 = eax sea soluci�on de xy00+(7x�1)y0�7y = 0. Derivando, y02 = aeax, y002 = a2eax; sustituyendo, a2xeax+(7x� 1)aeax� 7eax = 0,es decir, [x(a2 + 7a) � a� 7]eax = 0, lo cual se consigue con a = �7.Apliquemos ahora el m�etodo de reducci�on de orden. Tomamos y = y2z, con lo cual,derivando, y0 = y02z + y2z0, y00 = y002 z + 2y02z0 + y2z00. Si sustituimos en la lineal, queda(y002 z+2y02z0 + y2z00)x+(7x� 1)(y02z+ y2z0)� 7y2z = x2e�7x. Sacando factor com�un z00, z0y z, aparece xy2z00 + [2xy02 + (7x� 1)y2]z0 + [xy002 + (7x� 1)y02 � 7y2]z = x2e�7x. Como elcoe�ciente de z coincide con la lineal homog�enea, de la que y2 es soluci�on, esta ecuaci�on,tras sustituir y2 e y02, se transforma en xe�7xz00 + [�14xe�7x + (7x � 1)e�7x]z0 = x2e�7x.Simpli�cando e�7x, podemos poner xz00 + (�7x � 1)z0 = x2.(N�otese que suele ser m�as c�omodo utilizar el s��mbolo y2 en lugar de su expresi�onconcreta ya que, de este modo, no hace falta arrastrar tampoco las expresiones de y02 niy002 , sino que basta con dar su valor al �nal de las simpli�caciones. En particular, no se



40 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.necesita calcular y002 . Por el contrario, si empleamos directamente las expresiones de y2, y02e y002 desde el principio, esto puede ayudarnos a detectar alg�un error que hayamos podidocometer: es f�acil que el error nos llevara a un punto sin salida en el que no se podr��acontinuar el proceso al no anularse el coe�ciente de z.)Tenemos ahora una E. D. de segundo orden en z(x) en la que no aparece expl��citamentez. Para reducirla de orden, basta tomar z0 = u, con lo cual queda xu0 + (�7x� 1)u = x2,esto es, u0+(�7� 1x )u = x, lineal de primer orden. Resolv�amosla aplicando directamente laf�ormula general que hemos deducido en el apartado 5. As��, sin m�as que tomar a(x) = �7� 1xy b(x) = x, calculando previamenteexp�Z a(x) dx� = exp�Z �� 7� 1x� dx� = exp(�7x� log x) = x�1e�7x;tendremos que su soluci�on esu(x) = xe7x �Z xx�1e�7x dx +C1� = xe7x ��17 e�7x + C1� = �17 x +C1xe7x:Deshaciendo los cambios,y(x) = y2(x)z(x) = y2(x)Z u(x) dx = e�7x Z ��17 x +C1xe7x� dx= e�7x��x214 + C1 Z xe7x dx� = e�7x��x214 + 17C1xe7x � C1 Z 17e7x dx�= e�7x ��114 x2 + 17C1xe7x � 149C1e7x + C2� = �114 x2e�7x +C1 �17x � 149�+ C2e�7x:Cambiando la notaci�on de C1 por 49C1, la soluci�on general de la lineal de segundo ordenqueda y(x) = �114 x2e�7x + C1(7x� 1) +C2e�7x:APARTADO 12:Ecuaci�on de la forma F (y; y0; : : : ; y(n)) = 0.En esta ecuaci�on no aparece expl��citamente la variable independiente x. Vamos a verc�omo se reduce de orden si efectuamos el cambio y0 = p y la transformamos en una nuevaen la que aparecer�an y, p y las derivadas de p respecto de y. (<Atenci�on!: respecto de y,no respecto de x.) Para ello, vamos a ver el proceso a seguir para escribir las derivadassucesivas de y respecto de x en funci�on de y, p, y las derivadas de p respecto de y. Yatenemos dydx = y0 = p. Para las siguientes, si denotamos p0 = dpdy , p00 = d2pdy2 , : : : , y hacemosuso de la regla de la cadena, entoncesy00 = dy0dx = dpdx = dpdy dydx = p0p;



E. D. en las que se puede reducir el orden 41y000 = dy00dx = ddx (p0p) = ddy (p0p) dydx = �p00p+ (p0)2� p;y as�� sucesivamente. N�otese que en la expresi�on de cada y(k) s�olo aparecen derivadas de phasta el orden k � 1.Con esto, sustituyendo en F los valores que hemos encontrado para y0, y00, : : : , y(n),la E. D. original se transforma en una de la formaG�y; dpdy ; : : : ; dn�1pdyn�1� = 0;cuyo orden es n� 1.Si logramos resolver esta nueva ecuaci�on encontraremos que, en general, su soluci�onser�a de la forma p = �(y;C1; : : : ; Cn�1), dependiente de n � 1 constantes. Ahora,devolviendo a p su valor original, es decir, p = dydx , obtenemos dydx = �(y;C1; : : : ; Cn�1), quees otra ecuaci�on, esta vez de primer orden, que tambi�en hay que resolver (lo cual, adem�as,a~nade una nueva constante). Las soluciones de esta �ultima ser�an, obviamente, las mismasque las de la E. D. de partida.RECETA 12: Ecuaci�on de la forma F (y; y0; : : : ; y(n)) = 0.Hacemos el cambio y0 = p y transformamos la E. D. en una nuevadependiendo de y, p y las derivadas de p respecto de y. �Esta es deorden n� 1.Ejemplo 12: Resolver 2yy00 = (y0)2 + 1:Tomando y0 = p, y tal como hemos comprobado al explicar el m�etodo, se tiene y00 = p0pdonde p0 = dpdy . Entonces, al sustituir en la E. D., �esta se nos transforma en 2yp0p = p2+1,es decir, 2pdpp2+1 = dyy , que es de variables separadas. Si integramos, log(p2 + 1) = log(C1y),de donde p2 + 1 = C1y, y por tanto p = �pC1y � 1. Volvemos ahora a restaurar el valorp = dydx , con lo cual nos aparece dydx = �pC1y � 1. �Esta es de nuevo una ecuaci�on envariables separadas, que podemos escribir como (C1y � 1)�1=2 dy = �dx. Integr�andola,2pC1y � 1 = �C1x + C2, con lo que ya hemos encontrado las soluciones de la E. D. departida.



42 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.APARTADO 120:Si la ecuaci�on F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0es tal que, para � y m �jos, F cumpleF (�x; �mu0; �m�1u1; : : : ; �m�nun) = ��F (x; u0; u1; : : : ; un);vamos a ver que, efectuando un cambio tanto de variable independiente como dedependiente, esta E. D. se podr�a transformar en una del tipo anterior (es decir, en laque no aparecer�a la variable independiente). Una ecuaci�on de estas caracter��sticas sueledecirse que es homog�enea generalizada de grado �, en la que cada factor x contribuye congrado 1, cada y con grado m, y0 con grado m� 1, y00 con m� 2, etc�etera.Tomamos dos nuevas variables t y z (t la independiente y z la dependiente) querelacionamos con las originales x e y mediante x = et, y = emtz. Con esto, vamos a verc�omo escribir y0 = dydx ; : : : ; y(n) = dnydxn en funci�on de t, z y las derivadas de z respecto de t.Si denotamos z0 = dzdt (y, por supuesto, z(k) = dkzdtk ), tenemosdydx = dy=dtdx=dt = memtz + emtz0et = e(m�1)t(z0 +mz):A partir de aqu��,d2ydx2 = ddx �dydx� = ddt �dydx� dtdx = ddt �e(m�1)t(z0 +mz)� 1dx=dt= h(m� 1)e(m�1)t(z0 +mz) + e(m�1)t(z00 +mz0)i 1et= e(m�2)t�z00 + (2m � 1)z0 +m(m� 1)z�;an�alogamented3ydx3 = ddx �d2yd2x� = ddt �d2yd2x� dtdx= ddt �e(m�2)t(z00 + (2m� 1)z0 +m(m� 1)z)� 1dx=dt= h(m� 2)e(m�2)t(z00 + (2m� 1)z0 +m(m� 1)z)+ e(m�2)t(z000 + (2m� 1)z00 +m(m� 1)z0)i 1et= e(m�3)t�z000 + (3m� 3)z00 + (3m2 � 6m+ 2)z0 +m(m� 1)(m � 2)z�;y as�� sucesivamente. En general, por inducci�on, es claro qued(k)ydx(k) = e(m�k)tgk(z; z0; : : : ; z(k)):



E. D. en las que se puede reducir el orden 43De este modo, sustituyendo en la E. D. que estamos intentando resolver, obtenemosF (et; emtz; e(m�1)t(z0 +mz); : : : ; e(m�n)tgn(z; z0 ; : : : ; z(n))) = 0;extrayendo � = et, esto resulta sere�tF (1; z; (z0 +mz); : : : ; gn(z; z0; : : : ; z(n))) = 0:Como e�t no puede anularse, el otro factor tiene que ser cero, luego hemos transformadola ecuaci�on de partida en una de la formaG(z; z0; : : : ; z(n)) = 0;en la que no aparece expl��citamente la variable independiente t. Esta ecuaci�on puedereducirse de orden aplicando el proceso descrito en el apartado anterior. En cualquier caso,si logramos resolverla, su soluci�on ser�a z = �(t; C1; : : : ; Cn); deshaciendo los cambios x = ete y = emtz, tendremos que la soluci�on de la E. D. original ser�a y = xm�(log x;C1; : : : ; Cn).RECETA 120: Si la ecuaci�on F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0es tal que, para � y m �jos, F cumpleF (�x; �mu0; �m�1u1; : : : ; �m�nun) = ��F (x; u0; u1; : : : ; un);haciendo el cambio x = et, y = emtz la E. D. se transforma en unade la forma G(z; z0; : : : ; z(n)) = 0, a la que se puede aplicar el m�etodoanterior.Ejemplo 120: Resolver 4x2y3y00 = x2 � y4:Analicemos en primer lugar c�omo lograr que esta ecuaci�on sea homog�enea generalizadaen la que cada factor x contribuya con grado 1, y los factores y, y0, y00 con gradosm, m � 1 y m � 2 respectivamente. Para ello, cada monomio tiene que ser del mismogrado. En el miembro de la derecha, esto se consigue con 2 = 4m, es decir, m = 12 ,con lo cual x2 � y4 es de grado 2. Entonces, el miembro de la izquierda es de grado2+3m+(m� 2) = 2+ 32 +( 12 � 2) = 2, coincidente con el del otro miembro. As�� pues, conm = 12 la E. D. es homog�enea generalizada (de grado 2, aunque esto no tiene importancia).Hagamos ahora los cambios x = et, y = et=2z, y denotemos z0 = dzdt , z00 = d2zdt2 . De estemodo, y0 = dydx = dy=dtdx=dt = 12et=2z + et=2z0et = e�t=2(z0 + 12z);



44 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.y00 = d2ydx2 = ddx �dydx� = ddt �dydx� dtdx = ddt �e�t=2(z0 + 12z)� 1dx=dt= h�12 e�t=2(z0 + 12z) + e�t=2(z00 + 12z0)i 1et = e�3t=2(z00 � 14z):Sustituyendo en la E. D., 4e2te3t=2z3e�3t=2(z00� 14z) = e2t�e2tz4, de donde, simpli�cando,4z3z00 = 1, ecuaci�on en la que no aparece la variable independiente t. Para resolverla,tomamos z0 = p, con lo que z00 = dz0dt = dpdt = dpdz dzdt = p0pcon la notaci�on p0 = dpdz . As��, tenemos la nueva ecuaci�on 4z3p0p = 1, con variabledependiente p e independiente z, que ya es de primer orden. Esta ecuaci�on, que podemosponer como 4p dp = z�3 dz, es de variables separadas. Integrando, 2p2 = � 12z�2+C1, o sea,4p2 = 2C1 � z�2. Como p = z0 = dzdt , hemos llegado ahora a plantear 4(z0)2 = 2C1 � z�2,es decir, 2z0 = �p2C1 � z�2, que podemos escribir como �2(2C1 � z�2)�1=2 dz = dt. Denuevo integrando,t+ C2 = �Z 2(2C1 � z�2)�1=2 dz = �Z 2z(2C1z2 � 1)�1=2 dz= � 12C1 (2C1z2 � 1)1=21=2 = � 1C1 (2C1z2 � 1)1=2:Volviendo a las variables iniciales x = et e y = et=2z, aparece ahora log x + C2 =� 1C1 (2C1y2x�1 � 1)1=2, con lo cual, sin m�as que cambiar la notaci�on de las constantes,K1 log x + K2 = �p2K1y2x�1 � 1. As�� pues, elevando al cuadrado y despejando y2, lassoluciones de la E. D. de partida vienen dadas pory2 = (K1 log x +K2)2 + 12K1x ;donde K1 y K2 son constantes arbitrarias.APARTADO 13:Si la ecuaci�on F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0es tal que, para � �jo, F cumpleF (x; �u0; �u1; : : : ; �un) = ��F (x; u0; u1; : : : ; un);vamos a comprobar c�omo, a trav�es de un cambio de variable dependiente, el orden sepuede reducir en uno. La propiedad que caracteriza a la funci�on F suele expresarsediciendo que F es homog�enea de grado � respecto a los argumentos u0; u1; : : : ; un. Con este



E. D. en las que se puede reducir el orden 45lenguaje, la ecuaci�on que estamos intentando resolver es homog�enea de grado � respectode y; y0; : : : ; y(n).En primer lugar, es claro que, cuando � > 0, la funci�on constante y = 0 (parala cual y0 = y00 = � � � = 0) es soluci�on ya que, efectivamente, F (x; y; y0; : : : ; y(n)) =F (x; 0; 0; : : : ; 0) = 0�F (x; 1; 1; : : : ; 1) = 0.Para hallar las dem�as soluciones, tomemos una nueva funci�on z dada por y0 = yz.Obviamente, esto es equivalente a decir y = exp(R z dx), puesto quedydx = yz () dyy = z dx () log y = Z z dx () y = exp�Z z dx� :En cualquier caso, si derivamos sucesivamente la expresi�on y0 = yz, obtenemos y00 =y0z + yz0 = yz2 + yz0 = y(z2 + z0), y000 = y00z + 2y0z0 + yz00 = y(z2 + z0)z + 2yzz0 + yz00 =y(z2 + 3zz0 + z00), etc�etera. Es importante destacar el hecho de que siempre aparece unarelaci�on del tipo y(k) = ygk(z; z0; : : : ; z(k�1)). Entonces, sin m�as que sustituir, la E. D.queda F (x; y; yz; y(z2 + z0); : : : ; ygn(z; z0; : : : ; z(n�1))) = 0;de donde, extrayendo � = y,y�F (x; 1; z; z2 + z0; : : : ; gn(z; z0; : : : ; z(n�1))) = 0;y por tanto, como estamos suponiendo que y no es la funci�on nula, el segundo factor habr�ade ser cero. Claramente, esto puede ponerse en la formaG(x; z; z0 ; : : : ; z(n�1)) = 0;que es una ecuaci�on de orden n� 1. Si logramos resolverla, tendremos que sus solucionesser�an z = �(x;C1; : : : ; Cn�1), una familia dependiente de n � 1 constantes. Entonces, lassoluciones de la E. D. original ser�any = exp�Z �(x;C1; : : : ; Cn�1) dx� ;lo que, al integrar, introduce la n-�esima constante. As��, puede ponersey = Cn exp�Z �(x;C1; : : : ; Cn�1) dx� :RECETA 13: Si la ecuaci�on F (x; y; y0 ; : : : ; y(n)) = 0es tal que, para � �jo, F cumpleF (x; �u0; �u1; : : : ; �un) = ��F (x; u0; u1; : : : ; un);entonces el cambio de funci�on dado por y0 = yz (es decir, y =exp(R z dx)) hace que el orden se reduzca en uno.



46 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.Ejemplo 13: Resolver 3x2((y0)2 � yy00) = y2:Esta ecuaci�on es homog�enea de grado 2 respecto de y; y0; y00 pues, al sustituir y; y0; y00por �y; �y0; �y00, la ecuaci�on queda multiplicada por �2. Para resolverla, hacemos el cambioy por z dado por y = exp(R z(x) dx), con lo cualy0 = z exp�Z z dx� ; y00 = (z0 + z2) exp�Z z dx� :Sustituyendo en la E. D. queda3x2 �z2 exp�2Z z dx�� (z0 + z2) exp�2Z z dx�� = exp�2Z z dx� ;de donde, simpli�cando exp(2 R z dx), se sigue �3x2z0 = 1, ecuaci�on en variables separadas.Tras ponerla como dz = �13x�2 dx la integramos, con lo que z = 13x�1 + C1. Por �ultimo,y = exp�Z z(x) dx� = exp�Z �13x�1 + C1� dx�= exp � 13 log x + C1x+ C2� = x1=3 exp(C1x +C2);luego la soluci�on de la ecuaci�on original es, sin m�as que cambiar la notaci�on de lasconstantes, la familia de funciones y = K1x1=3eK2x.
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AP�ENDICE:M�etodos b�asicospara calcular integrales inde�nidas1.o Reglas principales de integraci�on:(1) Si F 0(x) = f(x), entonces Z f(x) dx = F (x) + C;con C una constante arbitraria.(2) Z af(x) dx = aZ f(x) dx, donde a es una constante.(3) Z (f(x) � g(x)) dx = Z f(x) dx � Z g(x) dx.(4) Si Z f(x) dx = F (x) + C y u = '(x), entoncesZ f(u) du = F (u) + C;siendo du = '0(x) dx. En particular, si F 0(x) = f(x), se tieneZ f(ax + b) dx = 1aF (ax + b) + C; a 6= 0:2.o Tabla de integrales inmediatas:(a) Z xk dx = xk+1k + 1 + C; k 6= �1.(b) Z dxx = log jxj+ C.(c) Z ex dx = ex + C. 49



50 M�etodos cl�asicos de resoluci�on de E. D. O.(d) Z ax dx = axlog a + C; a > 0.(e) Z senxdx = � cosx+ C.(f) Z cosxdx = senx+ C.(g) Z dxcos2 x = Z (1 + tg2 x) dx = tg x+ C.(h) Z dxsen2 x = Z (1 + cotg2 x) dx = � cotg x + C.(i) Z dxcosx = log j secx + tg xj+ C = log ���tg�x2 + �4����+ C.(j) Z dxsenx = log j cosecx � cotg xj+ C = log ���tg x2 ���+ C.(k) Z shxdx = chx + C.(l) Z chxdx = shx + C.(m) Z dxch2 x = th x+ C.(n) Z dxsh2 x = � coth x+ C.(~n) Z dxx2 + a2 = 1a arc tg xa + C = �1a arc cotg xa + C1; a 6= 0.(o) Z dxx2 � a2 = 12a log ����x � ax + a ����+ C; a 6= 0.(p) Z dxa2 � x2 = 12a log ����a+ xa� x ����+ C = 1a arg th xa + C; a 6= 0.(q) Z dxpx2 + a = log ���x+px2 + a���+C = 1a arg sh xpa + C; a > 0.(r) Z dxpx2 � a = log ���x+px2 � a���+C = 1a arg ch xpa + C; a > 0.(s) Z dxpa2 � x2 = arc sen xa + C = � arc cos xa +C1; a > 0.



Integrales inde�nidas 513.o M�etodo de sustituci�on:Si en la integral Z f(x) dx se efect�ua la sustituci�on (o cambio de variable) x = '(t)se tiene Z f(x) dx = Z f('(t))'0(t) dt:La funci�on ' se procura elegir de tal manera que el segundo miembro de la f�ormula anteriortenga una forma m�as adecuada para la integraci�on.4.o Integraci�on por partes:Si tenemos dos funciones u = '(x) y v =  (x), se veri�caZ udv = uv � Z v du;donde du = '0(x) dx y dv =  0(x) dx. En este m�etodo, u y v hay que buscarlas de talforma que la nueva integral que aparece sea m�as asequible que la de partida.


