1.

EJERCICIOS DE EDO, CURSO 06/07)

Ecuaciones de primer orden

1.1. Separables y reducibles a separables

1)

5)

Inicialmente hay s kilos de sal disueltos en el agua de un deposito de V' litros. En ¢ = 0 se
empieza a verter en el deposito una soluciéon de agua salada de ¢ gramos por litro a razon de v
litros por minuto. Al mismo tiempo, un grifo libera también 6 litros por minuto de la mezcla,
supuesta homogénea en todo tiempo. Halle la ecuacion diferencial que verifica la cantidad de sal
s(t) en el deposito. Mediante integracion simple obtenga s(t) en el caso en que v = 6.

Un tanque tiene forma de cono circular recto invertido, con el vértice en la parte inferior, de
radio y altura 3 y 6 m respectivamente. El tanque contiene agua que se evapora parcialmente
durante 30 dias de modo que el nivel baja de 6 a 3 m de profundidad. Sabiendo que la velocidad
de evaporacion es proporcional a la superficie de evaporacion, averigue el tiempo que ha de
transcurrir para que la profundiad sea de 1 m.

Un dia empez6 a nevar de forma constante. Al mediodia un quitanieves empez6 a limpiar una ca-
rretera a un ritmo constante, en términos de volumen de nieve retirado cada hora. El quitanieves
avanzo dos kilometros la primera hora y uno la segunda. ;A qué hora empez6 a nevar?

Supéngase que z, bacterias se ponen en una solucion nutritiva en el tiempo t = 0 y que x(¢)
es la poblacion de la colonia en un momento posterior £. Si los alimentos y el espacio vital son
ilimitados y si, como consecuencia de ellos, la poblacién, en cualquier momento, aumenta con
un indice proporcional a la poblacion en ese momento, encuentre x en funciéon de t.

Resuelva cada una de las ecuaciones:

d
a) (a:+1)£:m+6 Sol: y =+ 5log |1 + 2| + C
b) (4y +ya?) dy — (22 +2y?) dz = 0 Sol: y = +1/—2 + 462C + ¢2Cg2

dy 2y + 3\ ° —7 — 8z — 60C — 48Cx
c) —= = Sol: y =

dz dxr +5 2(—=1+20C + 16Cz)
d) (z* —2y°) dz + zydy = 0 Sol: y = Va2 + Ca?
e) (6x+4y—8)dz+ (r+y—1)dy=0 Sol: 22 +y —3=C (3z +y —5)°
f) (x+y+1)de+ (2x+2y—1)dy =0 Sol: 2(x +y)+3log|2— (z+y)|=2+C



1.2. Exactas y reducibles a exactas

6) Compruebe si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas. En caso de serlo, resuélvalas.

a) 2z —1)de+ By +T7)dy =0 Sol:—x+x2+7y+37y2:0
b) (224 y)dz — (x + 6y)dy =0
¢) (5x + 4y)dx + (4o — 8y*)dy =0 Sol: 57”“"2 +day — 2yt =C
d) (seny —ysenz)dx + (cosx 4+ xcosy — y)dy =0 Sol: _y; +ycosx +xseny = C
e) (2y*r — 3)dz + (2ya* +4)dy =0 Sol: =3z + 4y + 2%y* = C
f) (2@/ — é + cos3a:) % + % — 423 + 3y sen 3z
9) (x+y)(z—y)dr + z(z - 2y)dy = 0
h) <1 + logz + %) dz = (1 — logx)dy Sol: —y + xlogx 4+ ylogx = C
P) (y3 —y?senx — x) dx + (3xy2 + 2ycosx) dy =0 Sol: —%2 +xy® +y*cosx = C
7) (m3 + y3) dz + (3xy2) dy =20 Sol: %4 +ay® =C
2,3 3,2 iyt 1
k) (my —1+9$2)dx+xydy:0 SOI:T—garctan?):v:C’
7) Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones hallando un factor integrante:
a) (3x2 — y2) dy — 2zxyde =0 Sol: = y_l‘“ 2 — = Cy?
b) (zy —1)dz + (2° —2y)dy =0 Sol: = i, 22y — loga? —y? = C
¢) xdy + ydr + 323y *dy =0 Sol: = (:cgl/)?” 32%yt = 1+ Ca?y?
d) e*dx + (e" coty + 2y cosecy)dy = 0 Sol: = seny, e“seny +y*> =C
e) (x+2)senydzr + zcosydy =0 Sol: = xe”, 2% c"seny = C
f) ydx+(m—2x2y3)dy:0 Sol:u:@,l%—xyg:ny
9) (x + 3y3) dr + 2xydy =0 Sol: p =22, 423y +2* =C
h) ydx + (22 —ye?)dy =0 Sol: p=vy, zy® —e’ (2 —2y+2) =C
i) (ylogy —2zy)dr+ (zr+y)dy =0 Sol: = é, rlogy —2* +y=C
7) (y2+wy+1) dx + (I2+xy+1) dy =0 Sol: p=e", e(x+y)=0C
k) (x3+:vy3) dz +3y2dy =0 Sol: ,u:eé,eé (y3+x2—2) =C



8) Utilizando las siguientes formulas diferenciales

y2

dz — zd
d(manf) _ ydv —ady d(log (_)>
Yy 2?2 + y? Yy

resuelva las siguientes ecuaciones:

Y

a) xdy —ydx = (1 + y2) dy
b) ydr — zdy = zyPdy

c

d

e

xdy + ydx = /rydy
rdy — ydo = 2%y* (xdy + ydz)

)
)
)
f) dy + %dx = sen zdx

1.3. Lineales

9) Resuelva las ecuaciones lineales:

1

/ pa—
¢ y+y_1—|—629”

)

b) y' +ycotx = 2z cosecx
c) (2y—x3) dx = zdy

d) y—x+azycoty+azy =0
e) y — 2xy = 6z c”

f) y'zlogx +y = 3a°

9) (y—2zy—2*)dz +2°dy =0

d(z) = ydr — vdy d(zy) = xdy + ydx d(m2 + y2) = 2zdz + 2ydy

_ ydr — xdy

Ty

1
Sol: == = —= 4y +C
vy oy

3
Sol: logfzy—jtcY
Y 3

4
Sol: arctanE - +C
Yy

4
Sol: 2\/xy =y +C
Sol: 3z + 23y* + Cy =0

Sol: xy + xcosz =senx + C'

Sol: y = e Tarctane® +Ce™*

2 cosec x + C cosec x

Sol: y ==
Sol: y = —a® 4+ C2?

Sol: xysenx = senx — x cos +C'
Sol: y = 3z e +C e

3+ C

10) Un deposito de 500 m?® de capacidad contiene 100 m® de agua pura. A partir del instante ¢ = 0
entra en el deposito una disolucion de alcohol en agua al 50 % a razén de 2 m® por minuto, y
sale la disolucion, supuesta homogénea, a razoén de 1 m?® por minuto. Calcule la concentraciéon
de alcohol en la disoluciéon del deposito en el instante en que rebose éste.



11)

12)

13)

14)

15)

1.4. Reducibles de orden

Resuelva las siguientes ecuaciones reduciendo el orden:

a) yy' + (?/)2 =0 Sol: y? = Cyz + C,

b) zy" =y + () Sol: 22 + (y — Cy)? = (2

c) Y — kQ?J =0 Sol: y = C} et Oy ek
2

d) 2*y" = 2xy’ + (3/)? Sol: —% — Cix — Cilog(x — Cy) + Cy

Resuelva cada una de las siguientes ecuaciones

a) (2 +2y)y" +22y =0, y'(0)=1,4/(0) =0 Sol: y=163y+a2*>=3
1

b) yy" = v’y + () y(0) = =5,y (0) =1 Sol: 2y — 3 = 8y ™2

¢) ¥y =y'e’ y(0)=0,4(0)=2 Sol: y = —log(2e™" —1)

1.5. Trayectorias ortogonales

Dibuje un esbozo de las siguientes familias uniparamétricas de curvas, halle sus trayectorias
ortogonales y anadalas al gréafico:

a) xy =c Sol: 22 —y* =¢
b) y = ca? Sol: 22 + 2y = 2
¢) r=rc(1+cosb) Sol: r = ¢ (1 — cos0)
d) y=ce” Sol: y2 = -2z +¢

;Cuales son las trayectorias ortogonales de la familia de cuarvas (a) y = cz*; (b) y = ca™,

donde n es cualquier entero positivo? Dibuje las familias de curvas. ;Qé efecto tiene sobre las
trayectorias ortogonales el aumentar n? Sol: (a) 2? +4y* = &, (b) 2% + ny® = &

Una silla de montar que tiene la forma de la superficie z = y* — 2% esta a la intemperie, bajo la
lluvia. Halle las trayectorias que seguiran las gotas de agua que caen por ella. Esboze un grafico
para convencerse de que la respuesta es razonable.

(Sol: Las intersecciones de los cilindros zy = ¢, con la "silla de montar"z = Y — x2)



16)

17)

18)

19)

20)

2. Ecuaciones de orden superior

2.1. Uso de una solucién conocida para hallar otra

Halle -, y la soluciéon general, a partir de la soluciéon y; dada:

a) Y +y=0, yy =senzx Sol: yo = —cosz, y =cisenx + ¢y cosx
b) ¥y —y=0, y, =¢" Sol: yo = ——e Toy=c e’ fcpe "
¢) 2y’ +3y' =0, yy =1 Sol: yo = —327%, y =1 + oz 2
d) 22y +ay —4y =0, y, = 22 Sol: yo = —227%, y = c12% + cox?

Aprovechando que y; = z es solucion de cada una de las ecuaciones que se indican a continuacion,
halle su solucién general:

1
0) ¥ — ——y + ——y =0 Sol: y = cra + ¢y €”
r—1 r—1
b) 2y”+2xy’—2y:0 SO]:Z/:C1$—|—CQ£B—2
¢) 22y —z(x+2)y +(x+2)y =0 Sol: y = c1x + cow €”

Compruebe que y; = e” es solucion de zy” — (22 + 1)y’ + (z+ 1)y = 0 y halle su solucioén general.
Sol: y = ¢ €% +cox? e®

2.2. Meétodo de variacién de parametros

Halle la soluciéon general de cda una de las siguientes ecuaciones:

1 1
a) (2* —1)y" — 22y +2y = (2* — 1)? Sol: y = iz + ¢ (2° + 1) + 6x4 — 5302
1
b) v (2 +2)+ (2—2")y — 2+ )y =2(z+1)° Soliy=cie®+2 —z—1— 5952
T
¢) (1—a) +ay —y=(1-2) Sol: y = 1z + cp” +a? + 1

1
2 Sol: y = ¢y €” +02(x—|—1)—|— e*(x —1)

d) vy’ — (1+z)y +y=2a"e
e) 22y —2xy + 2y =ze " Sol: y = 11 + cp2® —xe " — (2 + 1) /—dx
Pruebe que el método de variacion de parametros aplicado a la ecuacion y” +y = f(z) conduce

a la solucion particular
= / f(t)sen(x — t)dt.
0

Hallar una formula similar para una solucién particular de la ecuacion y” + k*>y = f(z), donde
k es una constante positiva.
x

1
Solucion: y, = E/ f(t)senk(z —t)dt
0



21) Halle una solucion particular de las siguientes ecuaciones:

1

a) y' + 4y = tan 2z Sol: y, = —7 08 2slog (sec 2z + tan 2x)

" / —x 1 2 —x 3 2 —x
b) ¥ +2y +y=e"logx Sol:yzﬁxe logw—zxe

1 1
¢) ¥ 4 2y + 5y = e Fsec2z Sol: y = 57 e “sen2r + 2 e * cos 2x log(cos 2x)
1
d) 2y +3y +y=e" Soly—ﬁe Sz
e) y' +y=cot’x Sol: y = cos z log(cosec x + cot x) — 2
1 1

) " +y=cot2x Sol: y = 5 08T log(sec z + tanz) — g senz log(cosec x + cot )
9) ¥ 4y = secx cosecx Sol: y = —sen x log(cosec x + cot x) — cos x log(sec x + tan x)

2.3. Meétodo de los coeficientes indeterminados

22) Halle la solucion general de las siguientes ecuaciones:

1
a) y' 43y — 10y = 6¢** Sol: 4 = ¢1 €* 4y e —|—§ el
b) v + 10y + 25y = 14e™® y=cre " 4core 4T e
c) y — 3y’ + 2y = 14sen 2x — 18 cos 2z y = ¢, " +cpe* +25en 2z + 3 cos 2
d) y'+y=2coszx Y = C1SeNT + C2 COST + T sen T
e) y' =2y +y==6¢€" y=c,e” +exe” +32%e
1
)y =2y +2y=e"senx y =e"(cpcosx + cogsenx) — §$excosx
9) ' +y =10z +2 y=c 4+ e +22° — 102* + 402° — 12022 + 2422

23) Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) y' +4y =4cos2x + 6cosx + 8x? — 4x
Sol: y = ¢y sen 2x + co cos2x + xsen2x + 2cosx — 1 — x + 222

b) ¥ + 9y = 2sen3x + 4dsenz — 26e* +272°

1 1
Sol: y = ¢y sen 3z + ¢ cos 3z — §az‘ cos 3x + 3 senz — 2e 2% 4323 — 2z

24) Resuelva la siguiente ecuacion por el método oportuno
1 12

—x —SC

" _ Gy 119 — 6y = 2 —x I: T 2z 3z =
y'+ 11y Y re Sol: ¢y e +cye™ +c3e 12xe 144



