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Problema 3

Sea D C R™ abiertoy f: D — R™. Sean a, b € D tales que [a,b] :={z:x=t-a+ (1 —1)b,0<t <1} C
D. Pruebe que entonces

1£(6) = fla)l[ < sup [IDf(c)][lb—al

c€la,b]\{a,b}

con la norma matricial de Frobenius. Este resultado se conoce como el teorema de los incrementos finitos.

Solucién En primer lugar, si A = (a;;),., entonces la norma de Frobenius es la més natural para estos

efectos:

ij?

4l = | > (a)?

Hecha esta aclaracion, prosigamos con la demostracion.
Sea w € R™ y

g9(t) = (w, f (1 —t) a+ b))

Claramente g : [0,1] = Ry
g(0)=w'f(a), g(1)=w"f(b)

=9(1) =g(0) = (w, f (b) = f(a))

fO)-f@)
w= JTeF@r s f(a)
0 si f(a)

Definamos ahora

N

Entonces
g (t) = (w,Df (L =t)a+1b) (b—a))

Asi, aplicamos el teorema del valor medio a g (t), resultando

lg() =g O = [IF(®) = F(a)]l

(w,Df () (b—a)) 1= 0], c€ [a,]
[w[l[|Df (c) (b —a) |

I1Df (c) (b—a)|

I1Df () [[[[b = all
1b—all sup [|Df (¢

c€la,b)

(Cauchy-Schwarz)

IN A IAIA

Problema 4

1. Sea f : (—=1,1) — R? una funcién de clase C! tal que f(0) =0y f/(0) # 0. Usando el teorema del valor
medio para funciones reales, pruebe que existe ¢ € (0, 1) tal que || f(¢)]| es una funcién creciente de ¢ en

(0,¢e).



Solucién Sea f = (f1, f2). Entonces

d d
O = S (f7+5)
2hf1 () +2f15 (1)

Sit>0,
=2t [fl (&) f] () + f5 (&) [} ()]

con 0 < & <t,0< & <t Cuando t \, 0 y como f es de clase C',
F1L(&) f1 () + f3 (&) f5(8) — [f(0) > >0

= (Je > 0) (Vt € [0,¢]) %Hf’ @I>0

li.e. t — 0 en forma decreciente, y siempre t # 0



