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Problema:

SeaL:R" — R" unafuncidnlineal continuatal que||L|| <1y considerando I como
eloperadoridentidad
1.-Pruebeque I — Lesinvertibley que lainversa viene dadaporlaseriadeNeumann:

(1-L)" = iLk

2.-Pruebe que:
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3.- Pruebe usando el teorema de punto fijo de Banach que la ecuacién x — Lx = a
tiene una Unica solucién para todo a

Indicacion : [L(x)| <|L|{x|

Solucion:
1.-Paracomenzarllamemosalainversa By notemos que:

B=(I-L)'=(I-LB=I=B=LB+1
esdecir B espunto fijo delafuncion
A(s)=Ls+1I,conA:M, (R)-M,, (R)
{Es este punto unico? Si.

Enefecto,seans,,s, e M, :

nn

|AGs) = Als, N =[Ls, + 1= (Ls, + D) =[L(s, = s, )| <[, =52 <1 =52

Luego A es contractante y por Teorema delPuntoFijo de Banach el punto fijo
existey es Unico.Notemos que el teoremapuede usarse, pues como se vio en

AlgebraLineal M, (R)= R

Delmismomodo, suponiendo que (I — L)esinvertible, podemos decir que :

B=LB + I>B-LB=I=(I-L)B=I=B=(I-L)"



Como elmismo teoremaindica, parallegar al punto fijo, bastatomarla
sucesiondadaporB, ,, = A(B, )parak >0y B, =1

k
Porinducciénprobaremosque B, = Z L:

-k =0:Trivial

k+1 k+1

k=k+1: A(B,,,)=LB, +1= I+LZL’ I+ZL’ ZL’

Por convergenciatomamosk — ey queda B = ZL’

Paralaimplicanciahacialaizquierdasupusimos quelafuncién erainvertible, ahora
veremos que la funcion que nos dimos efectivamente es lainversa, es decir, esinversa por
amboslados.
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como|L|| <1 setiene que Lk:—:> I-10)"<

2.-Sabemosque (I — L) ZL" Iuego”] L) “:

3.-Queremos ver que x — Lx = a tiene unaunica solucion.
Notemos que modificando levemente la ecuaciéontenemos x = Lx + a
Definamos entonces f(x) =Lx+a yveamosque tiene punto fijo.
Enefectoseanx, ye R",
o) =Gl = <[efle = ) <= v
f escontractante y por Teo.PtoFijo de Banach tiene ununico punto fijo.

esdecir, x = Lx + a,paraununico x = x — Lx = g, paraununico x




El Teorema

Teorema Del Punto Fijo de Banach:

Sea f: Q< RY — R" una funcién contractante. Supongamos ademds que Q es
cerrado,y quef(x) € Q paratodo x € Q. Entonces existe un Unico x € Q talque x = f(x),
en otraspalabras, f posee un Unico punto fijo en Q.

A pesar de ser un teorema increiblemente sencillo de enunciar, el Teorema del Punto
Fijo de Banach, es uno de esos teoremas que cautiva poderosamente la atencién de
matematicos y gente quizas no tan interesada en matematicas, pero que por algin motivo
llega a conocerlo. ;Por qué? Es simple, el Teorema de Punto Fijo de Banach hace algo que
muchos quieren pero que pocos pueden:

- Demuestra existencia

- Demuestra unicidad

- Provee un método para encontrar lo que se busca

- Entrega una aproximacion de que tan cerca se estd, y que por lo demas es muy
buena

- Tiene una de las formas coloquiales de ser enunciado mas llamativas y asequibles

Ademas de esto, en su forma original el Teorema esta construido para espacios
completos, y por lo tanto no se restringe a conjuntos como RY, si no que aborda espacios
mas generales como espacios de funciones. Sin ir mas lejos, el Teorema de
Cauchy-Lipchitz-Picard que demuestra la existencia de una Unica solucién para algunas
EDOs es una consecuencia del Teorema del Punto Fijo de Banach.

La version original del teorema
Sea (E,d) un espacio metrico completo y sea f: E — E una funcidn contractante.
Entonces existe un Unico x € E talque x = f(x), ademas para todo x € E,la sucesidon dada

n

K d(xorf(xo))-

por x,., =f(x, ) converge hacia x con d(xn,)_()s1

NOTA: Un espacio métrico se dice completo si toda sucesion de Cauchy converge, un espacio es métrico, si
tiene una métrica (una distancia, que no tiene porque ser una norma), si la métrica es una norma, el
espacio métrico completo se dice un espacio de Banach.



El Teorema enunciado para cualquier mortal!

Supongamos que tenemos una mesa y un mantel que le calza perfecto, o sea que no
cae por el costado. Si agarramos el mantel, lo arrugamos, lo tiramos arriba de la mesa, le
pasamos una aplanadora por arriba, y repetimos (arrugando siempre igual) hasta el infinito,
unoy solo un punto del mantel quedara exactamente en su posicién original.

Graficamente:

Punto Fijo!!!
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Este tipo de representacion da el “chispazo” de porque la funcion se dice
contractante, ademas cualquier persona por mdas que no tenga ninglin conocimiento en
matematicas puede entenderla.

Para mas informacion sobre el teorema y el autor:

http://es.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach  (espafiol)
http://en.wikipedia.org/wiki/Stefan_Banach (inglés)

/* Wikipedia en espafiol es muy incompleta, asi que si en verdad quieren informarse sobre el
matematico polaco Stefan Banach y su obra, recomiendo leer el articulo en inglés. (Ademas
en el futuro, va a ser comun que se enfrenten a un texto en inglés asi que un poco de
training nunca estd demas)*/



