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Problema 1. Si f :R →R es una función posiiva, acotada enR ⊂Rn , que es integrable enR , entonces
p

f también es integrable enR .

Problema 2. Sean f , g :R →R dos funciones, acotadas en el rectángulo compacto R ⊂Rn , tales que,

para ciertos puntos dados a 1, a 2, ..., a N ∈R , es:
¨

f (x ) = g (x ) si x ∈R −{a 1, a 2, ..., a N }
f (x ) 6= g (x ) si x = a 1, ..., a N

Pruebe que si f es integrable enR , entonces también lo es g y que se verifica que
∫

R f =
∫

R g

Problema 3. Sea f : R → R una función acotada en el rectángulo compacto R ⊂ Rn . Pruebe que si

f (x ) ≥ 0 en R , integrable en R y además f es contínua en un punto a ∈ R donde f (a ) > 0, entonces
∫

R f > 0

Problema 4. Sea R ⊂ Rn un rectángulo. Una función acotada ϕ : R → R se dice simple, si existe una

partición P = {R1, ...RN } deR tal que ϕ es constante en cada Ri . Pruebe que:

Si ϕ es simple enR , entonces es integrable enR y se verifica que:
∫

R
ϕ =

N
∑

i=1

C i Vol (Ri )

Para cualquiera que sea la función acotada f :R→R, se tiene:
∫

R

f = sup{
∫

R

ϕ : ϕ ≤ f , ϕes simple enR}

∫

R
f = sup{
∫

R
ϕ : ϕ ≥ f , ϕes simple enR}

Problema 5. Pruebe que si D ⊂ Rp es un conjunto de medida nula en Rp y A ⊂ Rq es un conjunto

acotado, entonces D ×A es un conjunto de medida nula enRp+q .

Problema 6. Sea C ⊂Rn el conjunto que forman los puntos del rectángulo [1, 0]n ⊂Rn que tienen todas

sus coordenadas racionales, esto es, C = [0, 1]n
⋂

Qn . Pruebe que C no tiene medida nula.

Problema 7. Sea A ⊂ Rn abierto y sea ϕ : A ⊂ Rn → Rm una función de clase C 1, pruebe que si C es

un conjunto cerrado de medida nula contenido en A, entonces ϕ(C ) también es un conjunto de medida

nula.


