Problema 0.1. Una seminorma en R™ es una funciéon f: R™ — R que satisface

1. f(z) > 0 para todo z € R™.

2. f(Az) =|\|f (z) para todo A € R, z € R™.

3. fo+y) < (@) + f(y) para todo o,y € R™.
Sea f una seminorma y sea

K={zeR": f(x)<1}

Pruebe que:

a) f es acotada sobre la esfera unitaria.
) f es continua.

¢) K es cerrado.
) K es compacto si y solo si f satisface

fl)=0 = 2=0

Solucién:
1. seax € S ={x € R": ||z|| = 1}, descomponiendo z en la base canénica x = g x;e; entonces

i

<Zx> < Xlailf e = Joabeoeshonl) - (F ex)oe o f ea)) < [ e <m

es decir f es acotada sobre la esfera unitaria.

2. sea xp € R™, probemos que f es continua en z¢: para ello notemos que f () = f (x — 2o + xg) <
f(x—x0) + f(z0), es decir f(x) — f(x9) < f(x — xp), intercambiando los roles'de z y ¢ se
tiene que

|f (&) = f(z0) | < f (& — o)

PDQ (Ve > 0) (30 > 0) tq ||z — ol < =|f (x) — f (z0)| < €:
sea d > 0 tal que ||z — zo|| < J entonces

[l = o

1F (@) = f (30) | < f (2 — o) = Fla—a0) = ||z x0|f<| ><6Me

lz — 2ol wo|

luego basta tomar § = 4, donde hemos usado que m esta sobre la esfera unitaria.
3. sea x € adh (K), entonces por definicién existe (z,), .y € K tal que x,, — . de la parte anterior
se tiene que f es continua asi f (z,) — f (x) entonces pasando al limite se tiene

f@) <1 = f(x)<1

es decir x € K . con esto probamos que adh (K) C K, por otro lado es obvio que K C adh (K)
luego K = adh (K) es decir K es cerrado.

4. (=)por contradiccién supongamos que existe z # 0 tal que f (x) = 0, entonces = € K y luego
Vt tx € K , entonces K contiene al subespacio generado por x y por lo tanto no es acotado, lo
cual es una contradiccién pues K es compacto.

Lnotar que f (¢ — o) = f (~1 (20 — @) = | — 1| (20 — @) = f (20 — ).
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(«<)probemos que K es acotado, por contradiccién supongamos que no lo es, es decir existe
|zn || — oo tal que f (z,) < 1 entonces

0§f<mn>:f(xn)< 1

|zl lznll — llzall
= H;TH satisface ||yn|| = 1y f (yn) — 0y dado que {y,}, C

adh (B (0,2)) que es compacta y por lo tanto existe una subsucesién de y,, digamos Y, () con-
vergente, llamemos y = lim ¥, (,) entonces por continuidad de f, 0 = lim f (ya(n)) =f(y)y
n—oo n—oo

tomando n — oo resulta que y,

asi y = 0 lo cual es una contradiccién pues por continuidad de la norma [ly|| = || im y,(,)|| =
n—oo

lim_ [yl = 1.
n—oo



