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P1. (i) Demuestre que el conjunto S = {y ∈ RN/‖y‖ = 1} es cerrado en RN .

(ii) Sea φ : RN\{0} → R una función continua, relativamente a RN\{0}, y defina f : RN\{0} → R
como:

f(x) = φ

(
x

‖x‖

)
Demostrar que f alcanza su mı́nimo y máximo sobre su dominio.

P2. (a) Sea A ∈ Mnn. Se define h : Rn → R como h(x) = xtAx. Estudie la diferenciabilidad de h.

(b) Sea f(x, y) = x2 + y2 − 3xy + 2x + 7y + 17. Demuestre que f es diferenciable en un punto
(x0, y0) cualquiera y calcule su derivada.

P3. Una seminorma en Rn es una función f : Rn → R que satisface

1. f (x) ≥ 0 para todo x ∈ Rn.

2. f (λx) = |λ|f (x) para todo λ ∈ R, x ∈ Rn.

3. f (x + y) ≤ f (x) + f (y) para todo x, y ∈ Rn.

Sea f una seminorma y sea K = {x ∈ Rn : f (x) ≤ 1}
Pruebe que:

(a) f es acotada sobre la esfera unitaria.

(b) f es continua.

(c) K es cerrado.

(d) K es compacto si y solo si f satisface f (x) = 0 ⇒ x = 0 .

P4. Sea F : Rn → Rn, donde Rn está dotado de la norma euclidiana ‖ · ‖. Se dice que F es contractante
si ∃k ∈ R tal que 0 < k < 1 y ‖F (x) − F (y)‖ ≤ k‖x − y‖ ∀x, y ∈ Rn. En lo que sigue F será una
función contractante.
Considere la sucesión definida por xn+1 = F (xn) :

1. Demuestre que ‖xn+1 − xn‖ ≤ kn‖x1 − x0‖ ∀n ∈ N.
2. Pruebe que ‖xn+p−xn‖ ≤ kn

1−k‖x1−x0‖ ∀p ∈ N. Concluya que la sucesión {xn}n∈N es de Cauchy.
3. Demuestre que {xn}n∈N converge a un x∗ tal que F (x∗) = x∗ (llamado Punto fijo de F ).
4. Demuestre que x∗ es único.
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