Capitulo 6

Series de Laurent

Objetivos
= Saber calcular series de Laurent de funciones holomorfas.

= Utilizar los residuos de series de Laurent para el calculo de integrales.

6.1. Ceros de funciones holomorfas

En este tema trataremos de extender la nocién de series de Taylor a funcio-
nes con polos, introduciendo términos adicionales con potencias negativas. Uno
de esos coeficientes nuevos, el residuo, serd de gran importancia para calcular
integrales de funciones complejas.

Para fijar ideas, definiremos un cero de una funcién holomorfa f : U — C
como un valor zg € U tal que f(z0) = 0. Diremos que es un cero de orden 7 si
f(z0) = f(z0) = -+ = f7"Y(20) =0y f)(20) # 0. Es decir, el orden del cero
es el primer orden de derivada que no se anula en zg. Hablaremos asi de ceros
simples, dobles, triples. ..

Si zp es un cero de orden r de una funcién holomorfa f, es claro que
los coeficientes de la serie de Taylor centrada en zg, agp = f(z0),..., Gr—1 =
7Y (20)/(r — 1)! son nulos, a, # 0, y podemos escribir

F&) = anz—20)" = (c—20)g(z),  9(2) = 3 aar(z = 20)"
n=0

n=r

donde g(zp) # 0. Si no, el orden seria superior a r. Ademas la funcién g es
holomorfa en la bola B(zo;p), siendo p el radio de convergencia de la serie de
f, como se comprueba sin mas que aplicar el criterio del cociente,
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A diferencia de las funciones derivables reales, que podian anularse en un
abierto y no ser trivialmente nulas, las funciones holomorfas complejas sélo
pueden tener ceros aislados:



Teorema 6.1.1 Sea f : U — C una funcion holomorfa en un abierto conexo
U. Si f no es la funcion nula en U, sus ceros son aislados.

Sea zp un cero de f. Pueden darse dos situaciones:

O bien no existe un bola abierta B(zp;r) C U en la que f se anule, en cuyo
caso habra una derivada f™(zp) no nula. Si se anularan todas las derivadas,
la funcién tendria serie de Taylor nula y seria la funcién nula en alguna bola.
Asi pues, zg es un cero de f algin orden r > 1.

Por tanto, podemos factorizar f(z) = (z — 20)"g(z) con g holomorfa en una
bola B(zo;p) ¥ g(20) # 0. Como f es continua, existird una bola B(z; p’), con
p' < penla cual g no se anula y, por tanto, f se anula s6lo en zg en dicha bola.
Asi pues, el cero zg es aislado, pues tiene un entorno en el cual no hay més ceros
de f.

O bien existe una bola abierta B(zo;r) C U en la que f se anula. Veamos
que este caso no es posible:

Denotemos por C' el conjunto de puntos zo para los cuales f se anula en
alguna bola abierta B(zg;r) C U. Por una parte, C es abierto, porque todo zg
tiene un entorno abierto contenido en C, la propia bola abierta B(zo; 7).

Pero también C' es un cerrado. Tomemos una sucesiéon {z,}52; C C con-
vergente a un valor w € U. Es decir, w es un punto adherente a C. Como las
derivadas de todos los 6rdenes son continuas, las sucesiones {f")(z,)}2%, con-
vergen a f™) (w). Y como los puntos z, pertenecen a C, todas esas derivadas son
nulas y, por tanto, también f™)(w) = 0, para todo r. Por tanto, como la serie
de Taylor de f centrada en w es nula, la funcién es nula en alguna bola abierta
centrada en w. Con lo cual w, punto adherente a C, pertenece a C'y, por tanto,
C es cerrado, por coincidir con su adherencia.

Asi pues, C es abierto y cerrado. Como U es conexo, C sélo puede ser U o el
conjunto vacio. Es decir, o bien, f es la funcién nula, caso excluido por nuestra
hipétesis, o bien no hay ningtin punto con un entorno abierto donde la funcién
se anule. O

Una consecuencia importante de este resultado es la escasa flexibilidad de
las funciones holomorfas frente a las funciones diferenciables:

Corolario 6.1.1 Sean f1, fo : U — C dos funciones holomorfas distintas. En-
tonces, no pueden coincidir mas que en puntos aislados de U.

Denotemos f = f1 — f2. La funcién f sélo se anula en puntos aislados, por
lo que fi1, f2 sélo coinciden en puntos aislados. O

6.2. Series de Laurent

Tal como nos propusimos, extendemos el concepto de serie de potencias a
potencias inversas. Definimos una serie de Laurent centrada en zy € C como
una expresion

oo

Z an(z — 20)" = Z% —l—Zan(z—zo)” . (6.1)
n=1 (Z ZO) n=0

n=—oo

La serie de potencias negativas se denomina parte principal de la serie de
Laurent.



Diremos que la serie converge en un punto z € C si convergen las dos series
a la vez.

El andlisis de la convergencia de la serie de potencias ) a,(z—2)™ se reduce,
como sabemos, a conocer su radio de convergencia p.

La serie de potencias inversas se puede reducir a una serie de potencias

centrada en el origen, tomando w = (z — 2z9) 71,

o0

E E a_pw"
(z — 2zo)"

n=1

que tendra un radio de convergencia p.
Es decir, la serie inversa convergerd absolutamente para |z — zo| > 1/5 y
divergerd para |z — 2| < 1/p.

diverge

<

Z0
diverge

converge
Figura 6.1: Corona C(zg;r1,72) de convergencia de una serie de Laurent

Por tanto, para que haya una regién de convergencia, debera ocurrir que

p > p~ L. En ese caso el dominio de convergencia serd una corona de radios 5!

y p, donde, aparte de converger absolutamente la serie, también convergera uni-

formemente en cualquier cerrado contenido en ella. Denotaremos las coronas
como

Clzo;m1,m2) :={2€C: r <|z—20| <ra}. (6.2)

Ejemplo 6.2.1 Obtener la corona de convergencia de la serie de Laurent,

o0

oo 1 N
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El radio de convergencia de la serie de potencias se obtiene por el criterio
del cociente,

Y, del mismo modo, el radio de convergencia de la parte principal,

kY |a—n—1| , 3" 1
)\ rEE—— hm —_— = = .
n—»oo |(L n| n— o0 3n+1 3

Con lo cual concluimos que la regién de convergencia de la serie de Laurent es
la corona C(20;1/3,2), independientemente del valor zg en el que esté centrada
la serie.



Teorema 6.2.1 Teorema de Laurent: Sea f una funcion holomorfa en una
corona C(z0;71,72). Entonces existe una dnica serie de Laurent,

f(Z) = Zl (Zci;zno)" + Zoan(z—ZO)n ,

convergente en la corona C(zp;r1,r2) y convergente uniformemente en cualquier
cerrado contenido en ella.

Sea z un punto de la corona. Tomemos dos curvas cerradas, I'1, I's, homdlo-
gas médulo C(zg;71,72), tal que z esté comprendido entre ambas, para que el
indice de I' = T'; — I's respecto de z sea la unidad. Por la férmula de Cauchy,

f@%=£;liﬂwlmU——i- (@) gy L[ S 4y
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Figura 6.2: Teorema de Laurent

Como el punto z esté en el interior de I'y, podemos desarrollar su integrando
como serie geométrica de razén (z — zg)/(w — 20), ya que |z — 20| < |w — 20|,

1 1/(w — 2p) :i (z — zp)"

w=z  1-(2—20)/(w—z) (w—z0)™1

n=0

Del mismo modo, como z estéd en el exterior de I's, podemos desarrollar su
integrando como serie geométrica de razén (w — zg)/(z — 20), ya que |w — 2zo| <
|z — 2],

I 1/(z — 20) :_Oo (w— zp)"
w—z  1—(w—20)/(z—2) nzzo(z—zo)’”‘l'

Y como ambas series convergen uniformemente, podemos permutar integra-
les y limites,

1 f(w) 1 = (2= 2)"
E Flw_zdw B E»/Illf(w);(w_zo)rwrldw
L& n f(w)
= En_ (z — 20) /1‘1 (w — zo)"+1 dw
_ - o n _ 1 f(w)
= n;)an(z ZO) 5 n ion Al (’LU — 20)7L+1 dw



Del mismo modo, la integral a lo largo de I'g,

el O e L
1 & 1 §
- @n_om/mf(wﬂw—zw dw
[ele] . 1 .
- Z@iizoyw an = g | Fw)(w = 20)" " dw.

n=1

Con lo cual hemos identificado todos los coeficientes de la serie de Laurent
y comprobado que las series son convergentes. Ademés, de la convergencia ab-
soluta se sigue la convergencia uniforme en cerrados contenidos en la corona de
convergencia.

La unicidad es trivial. Si existiera una serie de Laurent de f en la misma
corona, definida por f(z) = >_ b, (2—20)", podriamos calcular sus coeficientes a,,
por las férmulas que enuncia el teorema. Pero la convergencia uniforme permite
alterar el orden de limites e integrales y las formulas nos conducirian, integrando
término a término de la serie, a que a, = b,. O

Obviamente, si f fuera holomorfa en el interior de I'y, todos los coeficientes
a_n serian nulos y la serie de Laurent se reduciria a la serie de Taylor. usando
la féormula generalizada de Cauchy.

Una misma funcién puede tener series de Laurent distintas en diferentes
coronas:

Ejemplo 6.2.2 Series de Laurent de la funcion f(z) =1/(1 — 2).

Sabemos que la funcién f es holomorfa salvo en z = 1. Por ello, si tratamos
de obtener series de Laurent centradas en el origen, debemos distinguir dos
coronas, B(0;1) y C(0;1,00).

C(0;1,00)
B(0;1)

°
0

Figura 6.3: Coronas de convergencia de la funcién f(z) =1/(1 — 2)

En la bola abierta B(0; 1), la serie de Laurent coincide con la serie de McLau-
rin, ya que la funcién es holomorfa,

f(z):Zz", 2| < 1.
n=0
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En cambio, en la corona C(0;1,00), la serie de Laurent se puede obtener
como serie geométrica de razén 1/z,

oo

1 1 1
S -3 = 1.
1(z) z21-1/z = » lel >

Otras series de Laurent se pueden obtener por composicion:

Ejemplo 6.2.3 Serie de Laurent de f(z) = e/*.

Esta funcién es holomorfa salvo en z = 0, por lo que admite serie de Laurent
en la corona C(0;0,00), que podemos obtener a partir de la serie de McLaurin
de la exponencial,

n 1 11
ewzz%, wz;, f(z):Zﬁz_n

n=0 n=0

O por cociente de series de Taylor o de Laurent conocidas:

Ejemplo 6.2.4 Sea h(z) = f(2)/g(z) un cociente de funciones holomorfas en
una bola abierta B(zo;1) y 2o es el dnico cero de g en dicha bola.

En estas condiciones, h es holomorfa y admite una serie de Laurent en la
corona C(z;0,7).

Si zp es un cero de orden r, g(z) = (2 — 20)"G(2), donde G es una funcién
holomorfa y sin ceros en la bola B(zg; 7). Asimismo 1/G es también una funcién
holomorfa y admite una serie de Taylor 1/G(z) = Y bn(z — 20)™. Por tanto, la
serie de Laurent de h serd de la forma

oo

) = Y ol = 20)" = S bulz = 20"
n=0

m=0
donde Y am(z — z9)™ es la serie de Taylor de la funcién f.
Ejemplo 6.2.5 Serie de Laurent de la funcidon h(z) = cot z.

Las funciones f(z) = cosz y ¢g(z) = sin z son enteras. La funcién g se anula
en zgp = nm, para n € Z. Por tanto, la funciéon cotangente es holomorfa y tiene
serie de Laurent en la corona C(0;0, 7).

2 Z4

=1-Z 42 1009 mz=z(1-2 1 2 4 o(0)
cosz = 5 T o1 z°), sinz =z T z .
Como el cero de sinz es simple en el origen, la serie de Laurent de la
cotangente serd de la forma h(z) = 1/2> ¢y (2 — 20)". Usando la igualdad
cosz = sin z cot z,

2 4 2 4

z z z z
1- 2 c 6 — 1- 2 e 2 4 6
2+24+O(z) ( 6+120>(CO+02z + caz®) + 0(2°%) ,

despejamos los coeficientes de la serie de Laurent de cot z,

1 22 24
= (1-Z - 6y .
cot z z( 3 45+O(z ))



C(0;m,2m)

Figura 6.4: Coronas de convergencia de la funcién f(z) = cot z

6.3. Residuos

Un caso particular dentro de las funciones representables por series de Lau-
rent es aquel en el que las singularidades son aisladas. Decimos que una funcién
f tiene una singularidad aislada en zp € C si f es holomorfa en alguna bola
perforada C(z0;0,7). Es decir, si admite una serie de Laurent convergente en
dicha bola perforada,

f(2) ZZ#"‘Z%(Z—ZO)“-

= Z())n n=0

Figura 6.5: Bola perforada C(z;0,7)

Denominaremos residuo de la funcién f en zg al coeficiente a_; de su serie
de Laurent.
Las singularidades aisladas pueden ser de tres tipos y se caracterizan por los
limites
lim (z — 20)" f(2) =0, neN.
z—20
1. Singularidad evitable: Sia_,, = 0, para todo valor de n. No hay coeficientes
negativos en la serie de Laurent. Por ejemplo, la funcién f(z) = sinz/z
tiene una singularidad evitable en el origen.

Se caracteriza porque todos los limites son nulos y existe el limite cuando
n =0.

En este caso, Res (f, z0) = 0, ya que no hay coeficientes de indice negativo.
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2. Polo de orden r: Si a_,, = 0, para n > r. Existen un ntmero finito de
coeficientes negativos. Por ejemplo, la funcién f(z) = 1/z2 tiene un polo
de orden tres en el origen. Su residuo es nulo en este caso.

Se caracteriza porque no existen los limites para n < r.

En este caso el residuo se puede calcular por la expresion

drfl

Res (f, z0) = G _1 ol ZILIEO 1 ((z — zo)rf(z)) . (6.3)

Lo comprobamos directamente,

=3 =2t an(z —20)"
n=0

(z — z0)™

(z—20)"f(2) = Z an—r(z2—20)" = a_p+--a_1(z—20)" ' +0((z—2)") ,
n=0

drfl
dzrfl

((z=20)"f(2)) = (r—D0la_1+O((z — 29)) . O

3. Singularidad esencial: No hay ningin orden r a partir del cual todos los
coeficientes a_, sean nulos. Existen infinitos coeficientes negativos. Por
ejemplo, la funcién f(z) = e'/* tiene una singularidad esencial en el origen.

Se caracteriza porque no existe ningtin limite para ningin valor de n.

En este caso el residuo se tiene que calcular directamente de la expre-
sién de la serie. Por ejemplo, para f(z) = e'/# el residuo en el origen es

Res (f,0) = 1.
Ejemplo 6.3.1 Residuo de la funcién f(z) = e*/z en el origen.

La funcién f es holomorfa salvo en el origen, que es un polo simple. Como

lim zf(z) = h’r%ez =1, Res(f,00=1.

z—0 z—
Ejemplo 6.3.2 Residuo de la funcién f(z) = cosz/z% en el origen.

La funcién f es holomorfa salvo en el origen, que es un polo doble, ya que
el primer limite definido es

d
lim 22 f(2) = lim cosz = 1, Res (f,0) = h'rr(l) d—zgf(z) =— lfr%sinz =0.
z— z zZ—

z—0 z—0

Teorema 6.3.1 Teorema de los residuos: Sea U un subconjunto simple-

mente conexo de C. Sea f: U\{z1,...,28} — C una funcién holomorfa. Sea T
un ciclo contenido en U\{z1,...,zn}. Entonces,
N
/ f(z)dz =i2w Z n(T, z,)Res (f, zn) - (6.4)
r n=1



Este teorema es un simple compendio de resultados anteriores. El ciclo I" es
homoélogo a n(I', z1)I'1 + ---n(L, z25)'y, siendo I',, una circunferencia centra-
da en z,, orientada positivamente, de radio suficientemente pequeno para que
esté contenida en el dominio de holomorfia de f y rodee sélo a la singularidad
zn. Por tanto, podemos descomponer la integral,

N
/Ff(z) dz = ;n(F,Zn) . f(z)dz .

Figura 6.6: Teorema de los residuos

Como f es holomorfa en alguna corona C(z,;0,7), que contiene a I';,, ten-
dremos series de Laurent,

f(Z):Z(Zi;;;)n—FZ%CLn(Z—Zn)n,

n=1

y como estas series convergen uniformemente en I';,, podemos permutar el orden
de limites e integrales,

fz)dz = Za,n/ Lﬂ—FZan/ (z — 2zp)" dz = i2ma_1
n=1 Cn (Z o Zn) n=0 n
= i2wRes (f,zn) -

I

Sumando todas las contribuciones de las circunferencias, obtenemos la ex-
presion buscada,

N N
/Ff(z) dz = ;n(F,zn) /Fn f(z)dz = iQWZn(F,zn)Res (f,zn) . O

n=1

Ejemplo 6.3.3 Cadlculo de la integral de la funcidn f(z) = sin(1/z) a lo largo de
una circunferencia de radio R, centrada en el origen, orientada positivamente.

La funcién f es holomorfa salvo en el origen, donde tiene una singularidad
esencial, como muestra su serie de Laurent,

w3 1 1
. —w—"2 L O’ sin(1 _t_*
sinw = w +O(w”) , sin(1/z) e

5 +0("7),



de la cual leemos el valor del residuo a_; = 1. Por tanto,

/Fsin(l/z) dz =i27 .

Las series de Laurent fundamentan la regla de L’Hopital para el céalculo de
limites:

Sean f, g dos funciones holomorfas en alguna bola alrededor de zg, de modo
que zg es un cero de orden 7 para f y un cero de orden r9 para g. Entonces, si
r9 > T1, 20 es un polo de orden ry — r1 para el cociente f(z)/g(z), ya que

fz) _ (z—2)"F(2) 1 F(z)

g9(z) (2= 20)G(z)  (z—z0) " G(z)

Teorema 6.3.2 Regla de L’Hépital: Sean f, g, dos funciones holomorfas en

alguna bola alrededor de zy, de modo que f(z) = f'(20) = --- = f7"V(z) =0,
g(z0) = ¢'(20) = -~ = g""V(20) =0, ¢" (20) # 0, para r > 0. Entonces,
")
im 1) _ F7(0) (6.5)

==z0 g(2) g7 (20)
La demostracion es bien sencilla, usando las series de Taylor de ambas fun-
ciones,
f(z)  ar(z—2)"+0((z—2)"")  ar+0((z— 20))
br(z —20)" +O((z — 20)™t1) b +O0((z — 20))

M Gy fr)(ZO)

=z g(z) by g")(20)

.0

Este resultado se aplica al calculo de polos y residuos:

Ejemplo 6.3.4 La funcién f(z) = sinz/z tiene una singularidad evitable en el
origen.

sin z

lim =limcosz=1.
z—0 Zz z—0

6.4. Calculo de integrales

El teorema de los residuos, aparte de su aplicacién inmediata al cédlculo de
integrales a lo largo de ciclos, tiene su interés para el calculo de integrales en la
recta real:

Ejemplo 6.4.1 Integral de una funcién continua f,

(= )E e

2m

f(cost,sint)dt = /

o T 2 7 a2 iz

donde T' es la circunferencia de radio unidad, centrada en el origen, orientada
positivamente.
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Para expresar la integral real como una integral en el dominio complejo,
parametrizamos la circunferencia por medio de v(t) = e, t € [0,27], 7/(t) =
et = ivy(t).

Este tipo de integrales se pueden resolver por medio de residuos, siempre
que el integrando no presente singularidades.

dt

27
Ejemplo 6.4.2 Calcular la integral/ —_—.
0o 2-4cost

/2” dt _/ 1 @_g/ dz
o 2+cost Jp24+(z+271)/24z d Jpld+dz+e?’

-2.-V3

Figura 6.7: Polos de f(2) = 1/(1 + 4z + 2?)

El integrando es una funcién holomorfa salvo en z = —24 /3, que son polos
simples. S6lo z; = —2 + /3 estd en el interior de la circunferencia I'. Por tanto,
usando la regla de L’Hopital,

R 1 i z—z1 i 1 1
es | ————. 2z ] = lim ———— = lim =
T+dz+22"" 2oz 1442 +22  z52m 4422 237

27
dt 1 2m
Y 4Res (——— 243 = L
/0 2 tcost <1—|—4z+z2’ +\/_) V3

6.5. Integrales en la recta real

También integrales impropias sobre toda la recta real pueden extenderse al
campo complejo y resolverse haciendo uso de los residuos:

Ejemplo 6.5.1 Sea f una funcidon holomorfa en U = {z € C: (z) > —a}
para algin valor a > 0, salvo en un conjgunto finito de polos, {z1,...,2n},
situados fuera del eje real. Si lim zf(z) =0 en U,

o N
/ f(z)dr =20 S Res (£, 2) - (6.7)
-0 n=1
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La condicién de que f es continua en el eje real, junto con el hecho de que
zf(z) tienda a cero cuando z tiende a infinito, garantiza que la integral impropia
es convergente y la podemos calcular por el valor principal,

/OO f(z)dz = lim Rf( )dx = hm f(z)dz
— 00 R—o0 —R

Ir

donde IR es el intervalo real [-R, R].

roR)
r
>
-R Ir R

Figura 6.8: Integrales sobre la recta real

Esta integral se puede extender al dominio complejo, cerrando un circuito
I'r con la semicircunferencia superior centrada en el origen, I'(0; R),

Rf(z)dZZ . f(z)dz#—/(O.R)f(z)dz.

Sélo falta comprobar que la integral a lo largo de la semicircunferencia tiende
a cero cuando el radio R tiende a infinito para constatar la igualdad de las
expresiones,

/ f(z)dx = hm f(z)dz= lim f(z)dz — lim f(z)dz.
In R

—00 Jrp R—o0 I'(0;R)

Una vez comprobado este punto,

00 N
/_Oo fla)dz = lim_ /FR f(2) dz:i27rnz:;JRes (fs2n)

aplicando el teorema de los residuos al recinto encerrado por I'z, para un radio
suficientemente grande para que la semicircunferencia rodee a todas las singu-
laridades aisladas. O

Queda pendiente verificar que la integral sobre la semicircunferencia tiende
a cero, pero eso es consecuencia del siguiente lemas:

Lema 6.5.1 Sea f una funcion continua en la region infinita C' comprendida
entre un arco de circunferencia U'p y las semirrectas correspondientes a los
dngulos ¢1, ¢o. Si lim zf(2) =0 en C, entonces.

zZ— 00

lim f(z)dz=0.

R—o0 g



Acotamos la integral,

(2)dz
I'r

< R(¢2 — ¢1) sup |f(2)| = (¢2 — ¢1)|z| sup [f(2)],

z€l'Rr zel'r

que tiende a cero cuando el radio tiende a infinito, por la hipdtesis del lema. O

b,
I'r

ul

Figura 6.9: Lema integral

El mismo tipo de razonamientos se puede aplicar al caso en el que la funcién
es holomorfa en el semiplano inferior, salvo en un conjunto finito de singulari-
dades aisladas:

Ejemplo 6.5.2 Sea f una funcidn holomorfa en U = {z € C: $(z) < a} para
algin valor a > 0, salvo en un conjunto finito de polos, {z1,...,zn}, situados
fuera del eje real. Si lim zf(2) =0 en U,

0o N
/7 f(z)dx = —i27TZ Res (f, zn) - (6.8)

El signo menos proviene de que en este caso debemos cerrar el circuito con
la semicircunferencia inferior y estara recorrido, por tanto, en sentido negativo.

< d
Ejemplo 6.5.3 Calcular la integral impropia / 1 +;v 3"
oo x

Los polos de la funcién f(z) = 1/(1+ 2?%) son z = i, con lo cual podemos
emplear para resolver la integral cualquiera de los dos ejemplos anteriores.

-ie

e

Figura 6.10: Polos de f(z) =1/(1+ 2?)

Si utilizamos el semiplano superior, como el tinico polo en esta regién es
z =1,
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© 4 — i 1
| T = ieeRes (120) = i2nlim o = i2mlim - = .

Si utilizamos el semiplano inferior, como el tinico polo en esta regién es
z = —1,

~ 4 j 1
/ T _j2rRes (f,—i) = —i27 lim < — _i2% ltm — — .

0o 1 —+ (,U2 z——i 1 + 22 z——1 22

Otro tipo de integrales que se pueden resolver también por residuos son las
integrales de Fourier:

Ejemplo 6.5.4 Sea f una funcién holomorfa en U = {z € C: (z) > —a}
para algin valor a > 0, salvo en un conjunto finito de polos, {z1,...,2n},
situados fuera del eje real. Para k >0, si lim f(z) =0 en U,

Z2—00

0o N
/ f(2)e™™™ do = 27 Z Res (f(2)e’*, 2,) . (6.9)
-0 n=1
Por supuesto, la misma integral se puede calcular en el semiplano inferior
para valores negativos de k:

Ejemplo 6.5.5 Sea f una funcidn holomorfa en U = {z € C: X(z) < a} para
algin valor a > 0, salvo en un conjunto finito de polos, {z1,...,zn}, situados
fuera del eje real. Para k <0, si lim f(2) =0 en U,

[eS) N
/ f(z)e® dx = —i2ﬂ'z Res (f(z)eikz, Zn) - (6.10)

n=1

El razonamiento es idéntico que para las demds integrales impropias, sélo
que hay justificar de manera distinta que las integrales a lo largo de arcos de
circunferencia tienden a cero para radios grandes, ya que la hipdtesis sobre f es
mas débil:

Lema 6.5.2 Lema de Jordan: Sea f una funcion continua en la region in-

finita C' comprendida entre un arco de circunferencia I'r y las semirrectas co-

rrespondientes a los dngulos 0 < ¢1 < ¢po < m. Si lim f(z) =0 en C, entonces,
zZ— 00

lim (2)e™** dz = 0.
R—oo T'n

Desarrollamos la integral, parametrizando I'r mediante y(t) = Re®, t €

[¢1 3 ¢2] 5

I = (Z)eikz dz = iR f(,y(t))ekR(icost—sint)eit dt .
Cr é1

Teniendo en cuenta que las exponenciales imaginarias tienen médulo unidad,
acotamos la integral,

$2 . $2 .
< [ 1Om) e < R 1S [ ek,
b1 z€l'r 1

14



Extendemos al intervalo [0, 7] la integral y aprovechamos la simetria de la
funcién seno,

4 . /2 )
[I| <R sup |f(2’)|/ e kBsint g — 9R sup |f(z)|/ e kftsint g
0 0

zel'r z€lRr

para reducir la integral al intervalo [0, 7/2], donde el seno es creciente.

sin X
2x/7

X w2
Figura 6.11: Acotacién del seno por una recta

Finalmente, como sint¢ > 2t/ en el intervalo [0, 7/2],

/2
0

IN

/2 .
1| 2R sup |f(z)|/ o 2kRt/T gy _ T sup 1£(2)] |:e—2th/7T:|
0

zel'r z€lRr

™ —
= T )0
zel'r

que tiende a cero cuando el radio tiende a infinito, por la hipdtesis del lema. O

Ejemplo 6.5.6 Integral de Fourier de f(x) = 1/(1+ x2).

Como la extensién de f al dominio complejo sélo tiene singularidades ais-
ladas, z = =+, podemos calcular la integral de Fourier por el teorema de los
residuos.

Para k > 0, denotando g(z) = e*** /(1 + 22),

00 eik:p — " ikz .
/ —— dz = i27wRes (g,4) = 127 lim e = 2w lim =me ",

70014—332 z—>i1+22 z—>'LZ—|—Z
Y para k < 0,
oo ikz z+1 i
——dr = —i27R —i) = —i27 lim ——e""*
[m1+$2 x i2mRes (g, —1) i2m lim ——e
eikz
= —i27 lim - = 7ek,

zZ——1 2 — 1
con lo cual podemos concluir, juntando ambos resultados,

00 eikr
/ 5 dw = me Ikl
e L4z
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6.6. Integrales en la semirrecta real positiva

Las funciones que presentan cortes en su dominio de holomorfia son muy
lutiles para calcular integrales sobre la recta real:

Ejemplo 6.6.1 Sea f una funcion holomorfa en todo el dominio complejo sal-
vo en un conjunto finito de singularidades, {z1,...,zn}, ninguna de ellas en
la semirrecta real positiva. Ademds, f(x) es real, para x > 0. Entonces, si

lim zf(z) =0,

[eS) 1 N
/0 f(z)logx de = —5% {Z Res (g7zn)} , (6.11)

siendo g(z) = f(z) ((In z)%)Q.

Integraremos la funcién g a lo largo de un circuito, I'; g, orientado positi-
vamente, formado por la semicircunferencia izquierda, I'., centrada en el origen
de radio ¢, la circunferencia, I'g, de radio R centrada en el origen, excepto un
pequeno arco en torno a (R,0) y los segmentos paralelos al eje real que cierran
el circuito. Analicemos cada una de las integrales:

Como ya hemos estudiado, el comportamiento de f en el infinito nos garan-
tiza que, cuando R tiende a infinito, la integral a lo largo de I'p tiende a cero.
La presencia de los logaritmos no altera este resultado.

I'r

I

Figura 6.12: Circuito de integracion I'c r

A lo largo de T, la integral,

/F€ g(2)dz

tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.

Por tanto, s6lo nos quedan los dos segmentos, que cuando R tiende a infinito
y € tiende a cero cubren el semieje real positivo. El segmento superior, en sentido
positivo y el segmento inferior, en sentido negativo. La diferencia es que en el
segmento superior el argumento de z tiende a cero y en el inferior, a 27. Por
tanto, usando el teorema de los residuos,

972
< e sup |g(2)| < me (| log? | + —) sup |£(2)]
zel. 4 zel.

N
27 Z Res (g,2n) = ;li[(l) Rh;moO g g(z)dz
n=1 &R
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= /m f(z)log? z dx — /m f(z)(log x + i27)% dx
0 0

= —id log x dx + 47? d
z7r/0 f(x)logxdx + 71'/0 flx)dx,

de donde podemos despejar el valor de la integral buscada,

[e'S) N
/0 f(z)logzdx = —%% {;Res (g7zn)} .0

La parte imaginaria proporciona, por el mismo precio, un método para calcu-
lar la integral de f,

) 1 N
/0 f(x)dxz—%g{ZRes (97277,)} .0
n=1

> logx
Ejemplo 6.6.2 Calcular ———dz.
Jemp /0 (@+1)3
La funcién f(z) = 1/(z + 1) tiene un tnico polo triple, 2o = —1, que no

esta en el semieje real positivo. Por tanto,

> logx 1 ) 1
/o mdﬂ?——j}emeb (9’—1))——57

x+1)3 27
1 2 1—(Inz)oy )

Res (g,—1) = 5 Zl_l)H_ll 7.2 (Inz)2q)" = 1_1>r1_11 = =1—inm
Ejemplo 6.6.3 Sea f una funcion holomorfa en todo el dominio complejo salvo
en un conjunto finito de singularidades, {z1,...,zNn}, ninguna de ellas en la
semirrecta real positiva. Entonces, si lim zg(z) =0, h’r% zg(z) =0,

00 ﬂ.efiafr N
/ f(x)z* ' de = —= Res (g, 2n) , (6.12)
0 sinam £~

a—l)

para un nimero real a > 0, siendo g(z) = f(2)(z o -

Con estas condiciones sobre f, garantizamos que existe la integral.

Integraremos la funcién g a lo largo de un circuito, I'c g, idéntico al del
ejemplo anterior. Analicemos cada una de las integrales:

Igual que en el ejemplo precedente, el comportamiento de f en el infinito nos
garantiza que, cuando R tiende a infinito, la integral a lo largo de I'p tiende a
cero.

A lo largo de T, la integral,

/F€ g9(2)dz

< me sup |g(z)| ,
zel'.
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tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.

Por tanto, sélo nos quedan los dos segmentos, que cuando R tiende a infinito
y € tiende a cero cubren el semieje real positivo. El segmento superior, en sentido
positivo y el segmento inferior, en sentido negativo. La diferencia es que en el
segmento superior el argumento de z tiende a cero y en el inferior, a 27. Esto
influye, ya que 20~ = ela=Dn2)ar

Por tanto, usando el teorema de los residuos,

N
27 Z Res (9,2n) = shi% Rh;mOO g g(z)dz
n=1 e, R

= / f(2)z* tede — (a1 / f(x)z® ' da
0 0
_ (1 _ eiQaﬂ)/ f(l')(Ea_l dx
0
= —i2e"sin aw/ f(x)z*da
0

de donde podemos despejar el valor de la integral buscada,

00 —iar N
a1 e
der = — R ,2n) - O
f) = < S e (020
oo a—1
Ejemplo 6.6.4 Calcular/ dx.
0 T + 1

Para que la integral converja necesitamos que se verifiquen

=lim 2 '=0=a<1,

a

1fm —lmz*=0=a>0,
2z—02z+1 z—0

por lo que la integral estd bien definida si 0 < a < 1.
El tnico polo del integrando es simple, zo = —1, y no esta en el semieje real
positivo. Por tanto,

oo a—1 —iam
/ ° dz = — < Res (g,—1) = T
0

sinam ’

r+1 sin am
Res (97 —1) = lim (Za—l)Qﬂ_ — e(a—l)(ln(—l))% _ ei(a—l)ﬂ _ _eiaﬂ- )

6.7. Residuo en el infinito

Aunque el teorema de los residuos suponga una notable generalizacion de la
férmula de Cauchy y permita el calculo de numerosas integrales, es cierto que
queda pendiente el caso de singularidades no aisladas, tales como cortes.

Una manera de solventar esta deficiencia es introducir el concepto de residuo
en el infinito.

18



Figura 6.13: Singularidades contenidas en una bola B(0; R)

Sea f una funcién holomorfa en la corona C'(0; R, c0) para un radio R sufi-
cientemente grande. Es decir, se trata de la corona que se extiende hasta el punto
del infinito, dejando atréds todas las singularidades, que quedan englobadas en
la bola B(0; R).

Obsérvese que dentro de la bola B(0; R) puede haber, no sélo singularidades
aisladas, sino singularidades mas complejas.

En la corona C(0; R, 00) la funcién f admite una serie de Laurent,

flz)= Z anz™

n=—oo

que converge uniformemente en cualquier cerrado contenido en la corona. Por
tanto, podemos permutar el orden de limites e integrales para cualquier curva
cerrada simple, I', orientada positivamente, contenida en la corona,

/Ff(z)dZZ i an/rz”dz:i%ra,l.

n=—oo

Asi pues, la integral depende tan sélo del coeficiente a_1, que no se puede
asignar a ninguna singularidad concreta, por lo que denomina residuo de f en
el infinito, Res (f,00) = —a_1.

La nomenclatura esté clara. Realicemos un cambio de variable dado por la
inversiéon w = z7!. La serie de Laurent de g(w) = f(w™!) en la nueva variable,

oo oo
§ —n § m
g(w) - anWw - bmw ’ bm =Q0—n ,
n=—o0 m=—o0

estd definida ahora en una corona C,, (0; 0, R~1), centrada en el punto de infinito,
w = 0, admitiendo que hemos anadido al plano complejo el punto del infinito,

Cow(0;0,R°Y) ={weC:0<|w| <R '} ={2€C:|z| >R}.
La imagen de la curva, T, rodea tnicamente un presumible punto singular,

el infinito, que queda excluido de nuestra corona. La integral de f se puede
expresar como
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/Ff(z) dz = _/f gz(;s) dw = —Z /fbmwm*2 dw = i2wb; = —i2wRes (f, 00),

m=—0o0

teniendo en cuenta que el cambio de variable impone dz = —dw/w?.

El signo menos para la definicién del residuo se impone por coherencia, ya
que la curva I tiene orientacion opuesta a la de I' cuando se la observa desde el
infinito.

Figura 6.14: La curva I' cambia de orientacion al observarse desde infinito

Este razonamiento proporciona una férmula sencilla para el célculo del resi-
duo en el infinito.

Dado que cuando integramos g(w), estamos integrando — f(w™1) /w? en rea-
lidad, el residuo en el infinito sera

2

Res (f,00) = —Res (f(;‘jl),o) . (6.13)

Con toda esta informacién estamos en condiciones de generalizar nuestro
resultado anterior:

Proposicion 6.7.1 Sea f una funcién holomorfa en un abierto conexo U. Sea
I una curva cerrada simple contenida en U, orientada positivamente, tal que en
su exterior sélo hay un conjunto finito de singularidades aisladas {z1,...,2n}.
La integral de f a lo largo de " se puede expresar como

N
/ f(z)dz = —i27Res (f,00) — 27 Z Res (f, zn) - (6.14)
r n=1

La deduccion es sencilla. Como el conjunto de las singularidades es finito,
existe una corona C(0; R,c0) de radio adecuado, R, que rodea a todas ellas.
Tomemos una curva simple I'p contenida en C(0; R, 00) y circunferencias I',
centradas en cada singularidad z,, orientadas positivamente, de radio suficien-
temente pequeno para que estén contenidas en el dominio de holomorfia de f y
no rodeen a ninguna otra singularidad. Es claro que I'r es un ciclo homélogo a
I'+ > T, médulo U. Por tanto,

N N
/ f(x)dz= [ f(z) dz—z f(2)dz = —i2nRes (f, oo)—i27rz Res (f,zn) ,
r I'r r n=1

n=1 n
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&)

Figura 6.15: Integral por residuo en el infinito

- N
-
-

en consonancia con la férmula enunciada. O

O sea, que cuando calculamos una integral, podemos efectuarla usando tanto
los residuos de los polos del interior, como los del exterior y el punto del infinito,
siempre que las singularidades sean aisladas.

Ejemplo 6.7.1 Integral de f(z) = z/(1 + 22) a lo largo de la circunferencia
centrada en el origen de radio 2, orientada positivamente.

Como la circunferencia rodea a los dos polos z = 44, podemos calcular la
integral por el teorema de los residuos,

/Ff(z) dz = i2m (Res (f,i) + Res (f, —1)) =27 (%2 + Z%) =i27.

Figura 6.16: Integral de f(2) = z/(1 + 22) alo largo de T’

O bien hacer uso del residuo en el infinito,
/ f(z)dz = —i2wRes (f,00) = 27,
r

1 1 1
Res (f,o0)=—Res | ———,0) =—1lim ———— = —
(<) (Gwr?) = B
Obviamente, el interés del residuo en el infinito seria muy limitado si sélo
sirviese para ejemplos como el anterior. Su aplicacién méas préactica es para el
célculo de integrales de funciones cuyo dominio de holomorfia contiene singula-
ridades no aisladas, pero que son holomorfas en una corona de radio infinito.
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Ejemplo 6.7.2 Integral de f(z) = (\/z—a)7T (Vz=1b)_, a < b reales, a lo
largo de una circunferencia centrada en el origen de radio mayor que |al,|b),
orientada positivamente.

La funcién f es holomorfa en todo el plano complejo, salvo en el segmento
real [a,b]. La curva I" rodea dicho segmento. Podemos calcular la integral por
medio del residuo en el infinito de f.

r

Figura 6.17: Integral de f(z) = (v/z—a)_(vz—0)_alolargode I

/ f(2)dz = —i2mRes (f,00) ,
r

-t (-2 ({) (7))

Esta expresién es inmanejable, ya que el argumento de las raices tiende a
infinito. Como comprobaremos enseguida, podemos sustituir la expresién por
esta otra, mucho mas asequible,

Res <—% (VI —aw)0 o) ,0) - —%U{fm dd—z;(\/(l “aw)(1—bw)

—0
(a—b)°
8 )

s

teniendo en cuenta las derivadas,

% (\/(1 —aw)(l - bw))7T = (abw - CLT—H)) ((1 —(a+ b)w+abw2)_1/2)ﬂ

dd—; (\/(1 —aw)(1l — bw))

= ab ((1 —(a+b)w+ abw2)_1/2)

s s

- (abw - a—2|—b>2((1 - (cH—b)w+abwz)73/2)7T .

Por tanto, el valor de la integral es, finalmente,

(a—b)?
T

/ f(z)dz = —i2nRes (f,00) = —im
r

Nos queda pendiente demostrar que sacar la variable de la raiz supone un
cambio de determinacion:
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Lema 6.7.1 En alguna corona C(0; R,00) de radio R suficientemente grande,
las funciones f(z) = (vVz — a)Tr (Vz— b)ﬂ, 9(z) = z (\/(1 —a/z)(1— b/z))

son iguales.

La funcién f es holomorfa salvo en el segmento [a,b] del eje real, como ya
sabemos. Si tiene que coincidir con g(z) para valores de |z| grandes, esta funcién
no debera tener singularidades a grandes distancias del origen.

Los puntos singulares de g verifican que (1 — a/z)(1 — b/z) es un ntimero
real negativo. Si los puntos singulares no estuvieran encerrados en una bola
B(0; R) de radio suficientemente grande, habria valores singulares z,, tales que

lim z, = oo.
n—oo

Pero en este caso lim(1 —a/z,)(1 —b/z,) = 1, en contradiccién con el hecho
de que este producto es un ntimero negativo. Luego los puntos singulares si estan
encerrados en una bola B(0; R).

Por tanto, ambas funciones son holomorfas en una corona C(0; R, c0) de
radio R suficientemente grande.

Veamos que f, g coinciden en un conjunto de puntos no aislados, como la
semirrecta real descrita por x > b, z > 0:

Como tanto x — a como x — b son positivos en esta semirrecta, sus raices en
la determinacién 7 coinciden con las raices reales ordinarias,

(Ve —a)_ (\/x—b) =Vz—avr—b=+/(x —a)(z—b).
Y lo mismo sucede con la otra funcién,

2 (VE=a/e)T=b/0) ==/ —a/)l—b/2) = Ve —a)@—b),

ya que x > a > b.

Por tanto ambas funciones son iguales en la corona C(0; R, c0), ya que son
holomorfas en dicho abierto y coinciden en un conjunto de puntos no aislados.
O

Este resultado permite calcular integrales de raices en la recta real:

Ejemplo 6.7.3 Sea f una funcion holomorfa en todo el dominio complejo salvo
en un conjunto finito de singularidades, {z1,...,zn}, ninguna de ellas en el
intervalo real [a,b]. Entonces,

b N
I= / f@)\/|x —al-|x—blde = wZRes (g9,2n) + 7Res (g,00) , (6.15)
a n=1

siendo g(z) = f(z) (Vz—a) _(Vz—10)_.

™

Para comprobarlo, integramos la funcién ig(z). El recinto de integracién, ',
estd formado por una semicircunferencia izquierda centrada en a y una semi-
circunferencia derecha centrada en b, ambas de radio ¢, unidas por segmentos
paralelos al [a, b], recorrido en sentido positivo,

€

N
I(e) = / ig(z) dz = 27Res (g, 00) + 27 Z Res (g,2n) ,
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Figura 6.18: Recinto de integracién I'¢

cuando el radio € es lo bastante pequenio como para que el recinto no rodee
ninguna singularidad.

Cuando ¢ tiende a cero, el integrando en el segmento superior, recorrido
en sentido negativo, tiende a — f(z)+/|z —a| - |x — b| y en el segmento inferior,

recorrido en sentido positivo, a f(x)\/|z — al - |z — b|.

Por tanto, en el limite de € nulo,

N
21 = lim I(e) = 27Res (g,00) + 27TZ Res (g,2,) . O
e—0

n=1

imw

Ejemplo 6.7.4 Calcular la integral / dx.
1+a2

Podemos aplicar el anterior ejemplo a este caso con f(z) = 1/(1 + 22), que
tiene polos simples en z = +i, g(z) = (Vz — 1)77 (Vz+ 1)7T /(1+2?%). El infinito
es polo simple, ya que,

(V=)

1 us
w? wd 1+w?2  w wr+l

Calculamos los residuos,

V1—w?
Res (00) =t (e 1,

Res (g,4) = If (V2=1), (VaF D), V2 nsinss _ V2
9,1) = lim, 2t BTN Ty

Vz—1 Vi 1 .
Res (g, —1) = lim ( - )” ( . Zt )Tr — 261(7377/8771'/8) _

z——i zZ—1 —12

ol

y los reunimos para calcular el valor de la integral,

/1Bdm:wRES( 00) + mRes (g,i) + mRes (g, i)zﬁ(\@_l)'

1+ 22
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6.8. Valores principales de integrales

En todo el tratamiento de las integrales hemos eludido el caso en el que el
integrando, f, no es continuo, por ejemplo, porque el camino de integracion, I,
pasa por una singularidad, zo. En general, en este caso las integrales no estan
bien definidas, porque no convergen. Atin asi, es posible eliminar la singularidad,
en el caso de polos simples, y calcular un valor de la integral que se denomina
valor principal de Cauchy.

Tomemos una bola B(zp;€) en torno a cada polo zp. La curva I'. es el
resultado de eliminar de T' la parte de curva comprendida dentro de la bolas
B(zo;¢). El valor principal de Cauchy es el limite de la integral a lo largo de T'.
cuando ¢ tiende a cero:

][f(z) dz := lim f(z)dz. (6.16)
r e—0 I,

r It

Figura 6.19: Recinto de integracién I'. para el calculo del valor principal

Este valor principal de Cauchy de una integral impropia se puede calcular
también de manera sencilla, modificando el teorema de los residuos:

Teorema 6.8.1 Sea I una curva cerrada simple orientada positivamente. Sean
{z1,...,2n} las singularidades de una funcién holomorfa f en el interior de T'
y {wi,...,wp}, polos simples sobre T' de la misma funcidn. Entonces,

][f dz—zQwZRes (f, zn) +z7rZRes (f, wm) - (6.17)

m=1

Para calcular el valor principal, cerramos I'c con arcos de circunferencia,
I'yne, de radio € centrados en cada polo wy,, de manera que rodeen el polo,
dejéndolo en el exterior. La curva cerrada asi constituida la denominamos I'(g).
Asi pues,

M
ff z—hm st( z) z—il_r% F(E)f(z)dz—mz_l/rm’sf(z)dz

El valor de la integral a lo largo de I'(¢) se obtiene por el teorema de los
residuos,

N
lim f(z)d= :iQWZReS (f,2n) -
n=1

e—0 I'(e)
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€
w2 I'(e) T'e

Figura 6.20: Recinto de integracién I'(e) para el calculo del valor principal

Sélo resta evaluar las integrales sobre los arcos de circunferencia, I'y, ..
Cuando ¢ tiende a cero, I'y, . tiende a una semicircunferencia. Como f es
holomorfa en una corona alrededor de w,,, tiene su serie de Laurent,

a_1 > n
f(z) = z — Wy +nX:;Jan(Z wm)"

recordando que hemos impuesto que los polos sean simples.
Parametrizamos la semicircunferencia por () = wy, + €€, t € [¢o, o + 7,
para poder calcular las integrales,

e dotm
/ f(z)dz = —i Z a,ﬁ"“/ IV gt = —ira_1 + O(e) |
Fm,s n=-—1 o)

teniendo en cuenta que la semicircunferencia se recorre en sentido horario.
Juntando todos los valores de las integrales,

N M
][f(z)dz :i27TZReS (f,zn) +im Z Res (f,wpm) . O
r

n=1 m=1

Ejemplo 6.8.1 Integral de f(z) = 1/(z — 1) a lo largo de la circunferencia de
radio unidad centrada en el origen, orientada positivamente.

r

Figura 6.21: Curva I" y polo de f(z) =1/(z — 1)

La funcién f es holomorfa salvo en zy = 1, punto por el que pasa la cir-
cunferencia I'. Por tanto, la integral no estd definida, pero su valor principal
es

f 9 _ ixRes (f,1) = ir .
F 1

z —
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También se pueden generalizar de manera inmediata los casos de integrales
estudiados previamente.

Ejemplo 6.8.2 Sea f una funcidon holomorfa en U = {z € C: (z) > —a}

para algin valor a > 0, salvo en un conjunto finito de polos, {z1,...,zn}, situa-
dos fuera del eje real y {wy, ..., wpr}, situados en el eje real. Si lfm zf(2) =0
en U,
oo N M
/ f(z)de =1i2n Z Res (f, zn) +im Z Res (f, wm) - (6.18)
- n=1 m=1

El resto de resultados se modifica de manera anéloga.

Ejemplo 6.8.3 Integral de sinz/x a lo largo de la recta real.

I'r

-R 0 R
Figura 6.22: Curva I' y polo de f(z) = e¥*/z

Nuestro integrando es la parte imaginaria de e /x, que es un caso particular
de integral, que podemos evaluar por el lema de Jordan, con k =1 > 0, teniendo
en cuenta que f(z) = e**/z no tiene méas polos en el semiplano superior que
zo = 0, sobre el eje real. Por tanto, estamos calculando un valor principal,

oo Lix
e . o .
I= — dx = inRes (f,0) = iw lim e™** =i |
X 2—0

— 00

/ Pl dr =S =7
o T

En este caso la integral es convergente, ya que la singularidad en el origen
es evitable.

6.9. Sumacién de series

Finalmente, otro resultado interesante de la integracién por el teorema de
los residuos es que permite obtener de manera sencilla la suma de muchas series.
El resultado estd basado en las propiedades de la funciéon 7 cot7wz. Esta
funcién es holomorfa salvo en los ceros de sinmz, que son precisamente los
nimeros enteros, z = n. Ademads, estos polos son simples y los residuos valen la
unidad,
(z —n)wcosmz g TLEO8 T2 — 72(z — n)sinnz

Res (mcotmz,n) = lim ——— = lim =1.
z—n sin 7z z—n T COSTTZ
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Otra funcién interesante es 7w cosec wz, que tiene los mismos ceros, z =n € Z,
pero los residuos cambian de signo,
. (z—n)m , T
Res (mcosecmz,n) = lim ~——— = lim —— = (-1)".

z—n  sinmz 2—n T COS T2

Si multiplicamos la funcién 7 cot 7z por una funcién f(z) que sélo presente
un numero finito de singularidades aisladas, ninguna de ellas correspondiente a
un valor entero, {z1,..., 2}, tendremos que la integral de la funcién g(z) =
meot mzf(2) alo largo de una curva cerrada simple, T', orientada positivamente,
que no pase por ninguno de los polos sera

/chothf(z)dz:i%r{ Z f(n)+ Z Res (g,zm)},

neint zpm €Eint T

donde la suma se extiende a los polos contenidos en el interior de T'.

r
° °
-1 2

Figura 6.23: Polos de wcot mz f(z)

Tal como se muestra en la formula, como los polos n € Z son simples y no
coinciden con los polos de f,

Res (g,n) = zlﬂ(z —n)meotzf(z) = f(n).

Si ademss los polos de f fueran simples, algo que no es necesario para nuestro
razonamiento,

Res (9, 2m) = lim (z — zp,)weot mz f(2) = weot mzpmRes (f, zm) -

Z—2Zm

Por tanto, si la integral a lo largo de I" tiende a cero cuando la curva abarque
en su interior todo el dominio complejo, tendremos

00 M
Z f(n)=— Z Res (mcotmzf(2), zm) -

n=-—oo m=1

Y, del mismo modo,

M
Z (=D)"f(n)=— Z Res (wcosecmzf(2), z2m) -

n=—oo m=1

Asipues, todo se reduce a imponer condiciones suficientes para que la integral
sobre I se anule:
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Proposicion 6.9.1 Sea f una funcion holomorfa salvo en un conjunto finito
de singularidades aisladas en valores no enteros, {z1,...,2m}, y que verifica
|2f(2)] < M para |z| > R, con M, R > 0. Entonces,

> fn)

M
— Z Res (wcotmzf(2), 2m)

n=—oo m=1

[eS) M

Z -D"f(n) = - Z Res (7 cosecmzf(z), zm) -
n=—oo m=1

Tal como queda dicho, se reduce la demostracion a comprobar que la integral
de f(z)mcotmz tiende a cero.

A

I'n

Figura 6.24: Recinto de integracién I'),

Consideremos el cuadrado I'y, con vértices en +(n+1/2)(1 +4), que engloba
los polos desde —n a n. La siguiente integral,

mweotmz
/ TeolTE
z

n

es nula, ya que los residuos se cancelan entre si,

Res (rcotmz/2,0) =0, Res (wcotmz/z,—n) = —Res (wcotwz/z,n) ,

por ser par la funcion.

Por otra parte, como |z f(z)| estd acotada para valores grandes de |z|, tene-
mos que

porque si tuviera términos by + b1z + O(z?), no estaria acotada.
Por tanto, podemos acotar la integral,

/anco‘mrz <f(z) — %) dz

teniendo en cuenta que, como 7 cot 7z no tiene ningtn polo en I'y,, es continua
sobre el circuito y estard acotada en médulo por una constante M;. Ademas,
de la serie de Laurent de f sabemos que |f(z) —b_127 ! < Myz~2. Y como la
longitud del cuadrado es 4(2n + 1),

)

/ meotmzf(z)dz
In
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<L(T) sup

bl) ‘ < 4(2n + 1)M1M2
zel'y, N

Teotmz <f(z)—7 CESV I

/ meotmzf(z)dz

n

teniendo en cuenta que el valor minimo que toma |z| en el cuadrado es n+1/2.
Como esta cota tiende a cero cuando n tiende a infinito, la integral tiende a

cero. O

&1 &y
Ejemplo 6.9.1 Suma de las series Z ——>> Z ———,a>0.
n=1 n“+a n=1 nc+a

Podemos usar la funcién f(z) = 1/(2% + a?), con polos simples en z = Fia
y residuos Res (f, +ia) = £1/i2a, ya que lim zf(z) = 0.
Por tanto,

i f(n) = —mcot(ia)Res (f,ia) — wcot(—ia)Res (f, —ia) = gcoth a ,

n=—oo

Y como f es una funcién par,

S )= 500423 ) = 3 fn) = o cothma — 5

n=—oo

Del mismo modo,

i (=D)"f(n) = gcosecwa = g(—l)"f(n) = % cosec ma — ZLU,Q .

n=—oo
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