P1.

P2.

Pauta Examen: Matematicas Aplicadas

Profesor: Orlando Hofer
Auxiliar: Emilio Vilches

12 de Junio de 2008

Desarrollar en Serie de Laurent la funcién de variable compleja f definida por

flz)= zgz_z?:;iQ entorno al punto zy = 2.
En base al resultado anterior, calcule la integral SEF ZQQ_Z;'Z ‘12 si I' es la circunferencia de
ecuacién |z — 2| = 1 recorrida en sentido antihorario.
Solucién.
Desarrollando f(z) en fracciones parciales
2z +3 2z+3 7 5

flz) =

22—3z+2:(z—2)(z—1) 2—2 z—1

como buscamos el desarrollo en Laurent en torno a zg = 2, debemos desarrollar Z—il Luego

[o.¢]
ST Tey = ’;0(—1)’“(,2 —2)F s |z—2/< 1.

Asi la serie de Laurent de f(z) en torno a zp = 2 estd dada por:

f(z) = 15— 5k§0(—1)k(2 —ok s a—2< L.

Usando lo anterior

o0

ff(z)dz = % —5) (-1)f(z—2)Mdz = jé . i 5z =T+ 2mi = 14ri.

k=0

Utilizando el teorema de Gauss probar que:

J[rgkas = [[ agtas

Donde ¥ es una superficie cerrada, simple, seccionalmente regular, orientada positivamente
(7 normal unitaria exterior) que es frontera de una region A C R3, ademds f y g son
campos escalares armdnicos sobre A, siendo g—f; y % las derivadas direccionales de f y g

mn
en la direccion y sentido de 7.

Solucion.

veamos primero que:
div(fVg) = Vf-Vg+ [V
div(gVf) =Vg-Vf+gV?f

pero f y ¢ son arménicos, es decir V2f = V2g = 0, luego

div(fVg) = V[ Vg
div(gVf) = Vg Vf

asi

div(fVg) = div(gV )



integrando sobre A;

///div(ng)dV = ///div(gi)dV
A A

dado que X es una superficie cerrada, simple, seccionalmente regular, orientada positiva-
mente, se puede aplicar el teorema de Gauss y por lo tanto

//fvg-mzz:/ gV [ - dE

P %

Usando que g—i =Vf-ny g—z = Vg - 7 se concluye que

//ngdeE://Eg;idE

P3. Resolver el problema de contorno:

2

% = %% con a? cte.
ou _ Ou _
%|x:0—%|x:l—o t>0

u(z,0) = f(x) 0<z<l

Solucién.
Separando variables u(z,t) = ¥ (z)®(t).

U (2)®(t) = @llf(m)tb’(t)
luego
Vi) 0,
U(z) a2d(t)
con lo que se obtienen ecuaciones para ® y V.
U (z) + A2¥(x) =0
() + a®N2®(t) = 0

Resolviendo lo anterior
U(z) = asin(Az) + bcos(A\x)

B(t) = ce— "Nt
aSi 2y2 2y2
u(z,t) = (asin(Az) + beos(Ax)) ce ™ = (Asin(Az) + Bcos(\x)) e @At

ahora imponemos condiciones de borde.

% = (AXcos(Az) — BAsin(Az)) eV

Plpmg=0 = A=0
i)
Gul,y=0 = sin(\)=0
por lo tanto
Ap="F neN



con esto

u(z,t) = Z B, cos(#)e‘a%%)%

n=1

ahora imponemos la condicién inicial.

u(z,0) = f(z) = 352 Bacos("7%) = f(2)

=S 2 2
u(z,t) = Y Bpcos("f%)e @ ) t. B,=

~Ino

!
[ f(x) cos(™TE)dx
0

P4. (a) Resolver en el plano complejo las ecuaciones e* = i, sinz = i

(b) Utilizando la férmula de la integral de Cauchy, calcular la integral

e*cosmz
Tl
r 2°+2z
SiT es la circunferencia de ecuacién |z| = 1.

Solucidn.

(a) i) Sea z = x + iy, entonces i = e = e%(cosy + isiny). igualando parte real e

imaginaria llegamos al sistema de ecuaciones;

e*cosy =0
e’siny =1

de la primera ecuacién se obtiene que y = 5 + nm. ahora si n es par se obtiene que

e* =1, es decir z = 0 y si n es impar no hay solucién. finalmente

y=7%+nm npar
z=0

ii) sinz =

Sea z = x + 1y, entonces ¢ = sin z = cosh ysin x + ¢ sinh y cos z, igualando parte real

e imaginaria llegamos al sistema de ecuaciones;

coshysinz =0
sinhycosz =1

luego de la primera ecuacién se obtiene que x = nmw, n € N. reemplazando en la
segunda se obtiene que sin es par y = arcsinh(1) y que si n es impar y = —arcosinh(1).

en resumen
xr=nm n ez

y = arcsinh(1l)  n par
y = arcsin(—1) n impar

(b) Usando la férmula de Cauchy;
1 z 1
L[S o L)

2mi | z— 2z 211
r




e? cos(mz)

y considerando f(2) = =75 v 20 = 0, se obtiene que:
e® cos(mz)
/ 192, ———=dz =2mif(0) = mi
r

P5. (a) Probar que si V2f(r) = 0, entonces f(r) = % + Oy, donde 7% = 22 4 y? 4 22
y C7,C5 son constantes reales.

b) Probar que el vector unitario é, del sistema de coordenadas esféricas es selenoidal,
®
pero no irrotacional.
Obs.: ¢ es el angulo que barre el plano XY

Solucién.

(a) Usando las férmula del Laplaciano en coordenadas esféricas;

2 _ 10 [ ,0f(r) 1 af(r) L *f(r)
VI =35, (T or >+rzsineae (Sme a0 >+r281n20 g2

pero f no depende de 6 ni de ¢, luego

10 (L0f()\
ﬂ&(rg&*)_o

por lo que
of(r) _ ¢
or  r2
y asi
_a
flr)=—"+e

(b) Sea F =1- €4
i) Calculemos la divergencia:

1 9(r?-0) 1 O(sinf-0) 1 a(1)

2 or +rsin¢9 00 +rsin6 d¢p =0

div(F) =

luego F es selenoidal.
ii) Calculemos el rotor:

rot(F) = — <<9(Sin9'1) 8(0)> 0 (6(0) 8(rsin0-1))+q3<a(r.0)_a(o)>

rsin 6 00 o¢ ) rsinf \ 9p or r\ or o0
asi .
rot(ﬁ) _ 7 cos — —
~ rsinf T

y F' es irrotacional.



