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P1. Encontrar la ecuaciéon del plano tangente a la superficie de ecuacion xyz = 1 que sea
paralelo al plano x +y 4+ 2z — 3 = 0.
Solucién.
Sea ¥ a la superficie zyz = 1 y II el plano tangente a ¥ en (xq, Yo, 20)-

a) Célculo de II.
Sea ¢ = wyz — 1, luego Vo|(z;.40,20) = (4020, 7020, ToYo)!, por lo tanto

A (Y020, To20, xoyo)t

ny =
) P) 2.2
VY375 + 520 + 20y
y asi la ecuacion de II es;
T —Zo Yozo
y—yo || ®ozo | =0
2= 20 ZoYo

Pero queremos que II sea paralelo a la superficie x +y 4+ 2 — 3 = 0, y esto sucede
cuando la normal no a  + y + 2z — 3 = 0 tiene la misma direccién que 7.

b) Calculo de no;

Sea ¢ =z +y + 2z — 3, luego Vo = (1,1,1)%, por lo tanto fg = %(17 1,1)%

¢) Dado que sélo nos interesa que II sea paralelo en z+y+z—3 = 0, basta con encontrar
(0, Y0, 20) € X tal que

1 Y020
A 1 = To20
1 ZoYo
para A # 0. Resolviendo el sistema se encuentra que xg = yg = 29 = %, pero

(z0, Y0, 20) € X, luego zoyozo = 1, lo que nos dice que A =1y asi 29 = yp = z9 = 1.
Finalmente la ecuacién para II es

r—1 1
y—1 . 1 =0
z—1 1

que corresponde a x +y + 2z — 3 = 0.

P2. Evaluar utilizando el teorema de Green la integral de linea

j{(xy+x+y)dw+(fvy+w—y)dy
r

Si I es la circunferencia 22 + y2 = Rz, donde R > 0.
Solucién.



Primero notamos que 22 + y?> = Rz, se puede escribir como (z — §)2 +y? = %2, que
representa una circunferencia de radio % y centro ( ,0). Sea f (zy + =z + y,xy +

x —y), claramente f es un campo vectorial de clase C 1 sobre cualquier conjunto abierto,
simplemente conexo que contiene a I', la cual es simple y seccionalmente regular. Sea A la
regién formada por I' y su interior. Por el teorema de Green;

0
f(xy—l—x%—y)dx—i—(my—i—x— )dy = //[ acy+x—y)—a—y(:z:y+af+y) dxdy
r

:// (y+1) — (x+ 1) dzedy
VRx—z?

/ / — x)dydz
VRx—22

R/2 R
:/ (rsinf — (5 + rcos))rdodr
0

R/2
=— TI'R/ rdr
0

7—7TR3
8

donde se usé el cambio de variables x = % +rcosf, y =rsinf, cuyo Jacobiano es |J| = r.
P3. Hallar la porcién de superficie definida explicitamente por 2z = 22 + 42 que es cortada por

el cilindro de ecuacién z? + 3% = 1.

Solucién.

a) Primera forma.
Sea Y la superficie pedida y denotemos por A(X) su drea. La superficie ¥ estd descrita
por 2z = 22 + y?, 22 + y? < 1, parametrizamos usando coordenadas cilindricas
x=pcosh, y=psinb, z =z, asi

(z,y,2) = (pcosb, psinb, %) p€0,1] 6 €[0,2n]

luego

? = (cosf,sinb, p) = pA—i—p];'

gg (—psinf, pcosb,0) —09
entonces oF  oF

8; ag (p+ pk) x p = pk — p*p
y asi
or  or
A% = |15 5| deds = V/o? + pldpds

por lo tanto

2 1 1 9
= / / V p? + prdpdf = 27r/ o\ 1+ p2dp = 577(2\[2 —1)
0 0 0



b) Segunda forma.
Parametrizamos la superficie de la forma;

r(x,y,2) = (2,9, ””2?’2), ?+y? <1

y usamos que dX = vV EG — F2dydx

ox Ox
| - =
ox oy 0
Ay dy
_— = 7:1
ox 0 oy
0: _ 0 _
or 8y_y

luego

E=1+2? G=1+y? F=2y = VEG—-F2=./1+22+2

por lo tanto

1 V1—x2 21 rl 2
AX) = /1 _ V1+ 22 +y2dydr = /0 /0 1+ p?pdpdf = 57['(2\/5 —1)

donde se usé el cambio de variables z = pcosf, y = psinf, cuyo Jacobiano es |J| = p.
P4. Hallar la masa de fluido que fluye por unidad de tiempo en un fluido con densidad de flujo
f ‘R3S R?
definida por
flay.2) = (4%, 2°,0)

a través de la porciéon de la superficie plana de ecuacién x +y+ z = 1, situada en el primer
octante.

Solucién.
Sea 3 la superficie plana de ecuacion x +y + z = 1 situada en el primer octante. Debemos

calcular
P = / / f-hds
)

a) Primera forma:
1) Célculo de la normal.
Sea ¢ = x +y+ 2 — 1, entonces Vo = (1,1,1)!, luego ||[V¢| = /3, y por lo tanto
1
V3

f=—(1,1,1)



2) Célculo de dX.

Parametrizamos la superficie como:

F(.’If,y,Z):(.T,y,l—.’L'—y) HAES [071]7y€ [0,1—%]

y usamos que d¥ = v EG — F2dydx;

ox ox
— =1 — =0
ox oy
oy dy
A A
ox oy
0z 0z
— =1 — =1
ox dy
luego
E=2 G=2 F=1 = VEG-F2=y4i-1=+3
Finalmente
1 pea [ Y 1 1 s
<I>:/ / 22 |- | 1 | —=V3dydz
070 0 1) V3

:/01 /Ol_gc(y2 + 2?)dydx = /01 <(1_3w)3 +22(1 — x)> dx = é

3) Segunda forma: Parametrizamos la superficie:

F(x,y,z):(w,y,l—x—y) T e [0a1]7y€ [071_‘7;]

or
— =(1,0,—-1
o )
or
— =(0,1,-1
5, = (011
entonces o7 oF
T T
— X —=(1,0,—-1) x (0,1,—-1) = (1,1,1
5 = 5y = (L0 x (0,1, -1) = (1,1,1)
y asi
2 1
1 pl-z Yy 1
<I>:// 22 |- 1 | dyde = =.
0 0 0 1 6



