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26 de Abril de 2008
Sea I' una curva regular descrita por la funcién vectorial:
fiICR—R?

Si se verifica que todas las normales principales de la curva I' pasan por un punto fijo,
probar que la traza de la curva I' es una circunferencia.

Solucién:

Sea Py dicho punto y supongamos sin perdida de generalidad que f es la parametrizacién
en longitud de arco. Dado que todas las normales principales pasan por Py y ademads la
curva es regular, debe existir una funcién escalar ¢(s): [0, L(I')] — R de clase C!, tal que

Py = f(s) +¢(s)N(s) (1)
[2.0 ptos.]
derivando la relacién (1) con respecto a s;
dy - dN
0=f'(s) + SN + o(s) (2)

usando las formulas de Frenet y el hecho de que f es la parametrizacién natural en (2);

N do ~ N A
0="7+ %N + o(s)(—kT + 7B) (3)
[2.0 ptos.]
reordenando J
0= (1-re(s)T + d—i]v +¢(s)TB (4)
como los vectores T, N y B son linealmente independientes;
1—kre(s) =0
d
22 — g
p(s)T =0

[1.0 ptos.]
de la segunda ecuacion se deduce que ¢ = cte, con esto en la tercera se tiene que 7 =0 , es
decir I' es plana y de la primera se deduce que k = cte, por lo tanto I' es una circunferencia.
[1.0 ptos.]

Una particula se mueve sobre la curva I' de ecuaciones paramétricas:

x(t) =3t
y(t) =213
z(t) =3t

Encontrar en t = 1.



a) Su velocidad ¥y aceleracién a.

b
c
d

e) El plano osculador de la trayectoria.

Los vectores unitarios T', N, B de su trayectoria.

La curvatura x y torsiéon 7 de su trayectoria.

)
)
)
) Las componentes tangencial y normal de @.

Solucioén:

a) La parametrizacién de la curva esta dada por 7(t) = (3t2, 23, 3t)
U(t) = (t) = (6t,6t%,3)

=[|7(t)]| = V/36¢2 + 36t + 9 = 3(1 + 2t?)

:fW(t) = (6,12t,0)

'(8)| = /36 + 1442

,12,0)

)—‘/\

de donde (1) = (1) = (6,6,3) y a(1) =7'(1) = (6,12,0). [1.2 ptos.]
b) por definicién

luego

[1.2 ptos.]
¢) Usamos las férmula de la curvatura y la torsién vistas en clase:
P LOELI0]
17 ( )P
r(t) - () x ™(t)
[[7(2) < 7" (2)]?

7(t) =

luego
2
1) =—
A1) =7
2
1) =—
"W =g



d) Sabemos que @ = a;T + a,N donde az = @- T y ap = @-N.
Asi

1
ar =(6,12,0) - 5(6.6,3) = 12

1
an =(6,12,0) - 5(~2.4,-2) =4

e) La ecuacién del plano osculador para t fijo, esta dado por;
(o, B) = f(t) + oT + BN
luego

(0, ) = (3,2,3) + ag(6,6,3) + g (~2.4,-2)

P3. Demuestre el conocimiento de la funcién vectorial

s — B(s) Vector binormal en funcién de la longitud de arco s.

[1.2 ptos.]
[0.6 ptos.]

[0.6 ptos.]

[1.2 ptos.]

de una curva I' cuya torsién 7(s) nunca es nula. Determina la curvatura x(s) y el valor

absoluto de la torsién 7(s) de T'.
Solucién:
Supongamos conocido B(s) luego;

dB R
= — _rN
ds T
de donde A
128 = 17
ds " T

por otro lado sabemos que T=NxB por lo tanto

(LAY
T ds

derivando la relacién (6) se obtiene que:
ar . d ( 1dB _ .
N (‘TdSXB)

tomando norma y desarrollando

(5)
[2 ptos.]

[2.0 ptos.]



pero la torsién nunca se anula, luego;

(i) siT>0

(ii)) siT <0

finalmente

dr H H _ 1 &B_14B

ds B HdBH ds?  |7| ds?
) = e
ds Hcglj” ds? || ds®

+1\ 1 d?B (dB - 1\ d?B .
_(EyLeLb (s p VEE B
rs) = | (7‘2) |7| ds? (ds % ) + (7‘) ds? < B

P4. Sea

[2.0 ptos.]

F==(E)r (r=1m)

una fuerza central que mueve a una particula P a lo largo de la hélice circular derecha I,

definida por la funcién vectorial:

() = acos ¢i + asen¢j + bpk (a>0Ab>0)

Hallar el trabajo realizado por f al mover el punto P desde el punto ¢ = 0 al punto ¢ = .

Solucién:

Primera forma:

Calculamos % y T

entonces

! k
W= [ —— "%
/0 a2 + 02¢?

Segunda forma:

Notamos que f(7) = —

S L dr
W= [ Foar= [ frton- Ga0
[2.0 ptos.]
dr
@ = (—asen ¢, acos ¢, b)
r= \/@2COSQ¢+a2sin2q§+bQ¢2 = \/m
[2.0 ptos.]
ac(.)s(ﬁ —asen ¢ ™ —kb2¢ a
asnzz aCOS¢l; dd):/o 2+62¢2d¢_7 <\/W
[2.0 ptos.]
k

—%f; luego un potencial para festaré dado por ¢(r) =

)



—kln(r). [2.0 ptos.]
en efecto:

—

Vo(r) = —kVin(r) = kor_ K

ror 72
[2.0 ptos.]
claramente ¢(r) es de clase C' a lo largo de I'(pues I' no pasa por el origen). entonces
r(0)
W = ¢(r(m)) — ¢(r(0)) = —lnr(7) + Inr(0) = In ()

PO = 1l(a,0,0)[ = ay r(x) = [|F(m)]l = [l(=a,0,b7)|| = Va* + b** y por lo

con r(0) = |
tanto

k a
SR Y
W i <\/a2 +b2712>
[2.0 ptos.]

P5. Un alambre uniforme tiene la forma de la porcion de la curva de interseccién de las super-
ficies de ecuacién 22 +y? = 22 e y? = = que conectan los puntos (0,0,0) y (1,1+/2). Hallar
la coordenada Zz del baricentro G del alambre.

Solucién:
Sea L = (I, §) el alambre, como es uniforme se tiene que § es constante.

(i) Parametrizacién:
tomando y = t se obtiene la parametrizacién:

F(t) = (12,6, VHE 1+ 12) t € [0,1]

[1.2 ptos.]
(ii) definicién del baricentro:
_ Jpzodt
“T Lo
y como ¢ es constante se tiene que
_ fl‘ zdl
T
[1.2 ptos.]
(iii) Céleulo de 908 y (1400,
dri(t) _ 201, 34t )
dt 4 + +2
y
dr(t) \/ (213 + 1)2 \/ 8tt + 92 4 2
= /42 + 1 =
| dt | e 2 +1
[1.2 ptos.]

(iv) Célculo de [ zdl:

1 4 2 1
8t + 9t2 + 2
/zdfz/ Vi + 12 Hdt:/ t\/8t4 + 92 + 2dt
I 0 0

241
[1.2 ptos.]



(v) Célculo de [ d¢:

1 4 2
/dﬁ:/ 8t —ggt +2dt
r 0 t*+1

Jo tV/BET+ 912 + 2dt

1 /814491242
fo 1241 dt

[1.2 ptos.]
(vi) Célculo de z:

Zz =



