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P1. Sea I la curva que se encuentra sobre la superficie definida por

de forma tal que la altura z = z (6) satisface la ecuacién diferencial

dz __
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donde z y 6 representan las coordenadas cilindricas.

a) Encuentre una parametrizacién para I' y bosqueje la curva .

b) Encuentre la longitud de arco s y una expresién para la parametrizaciéon en longitud de arco
deT.

¢) Calcule la rapidez , el vector velocidad, tangente, normal y binormal .
d) Calcule la curvatura(x) y la torsién(7).

e) Verifique que

|
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Solucién.
1. Encontremos una parametrizacién para I';

resolviendo la ecuacién diferencial (2) se encuentra que:

2 (0) = he®

tomando ahora las coordenadas cilindricas

x = psin (0)
y = pcos (0) 3)

=z

ademas el triedro unitario asociado a las coordenadas cilindricas esta dado por:



luego una parametrizacion de I' esta dada por

7(0) = (e’ cos (0) , €’ sin(0), he®) = €’ p + he’k 6>0 (4)

2. Longitud de arco:

calculamos de(oa)

luego

10— oz

por lo tanto

s(0)=v2+h2(e —1) .

Para encontrar una parametrizacién en longitud de arco debemos despejar 8 en funcién de s y luego
reemplazar en la parametrizacién de la parte anterior, notemos que esto no es siempre facil de hacer
y por lo general las expresiones obtenidas no son del todo amigables, por lo que es conveniente
seguir (al momento de calcular el Triedro de Frenet) utilizando la parametrizacién ya encontrada y
usar las formulas del Triedro obtenidas usando la regla de la cadena. Por otro lado la importancia
de la parametrizacién en longitud de arco (o parametrizacién natural) es que con ella se recorre la
curva a una velocidad constante e igual a 1.

Despejando fen funcion de s:

0(s) =In (\/Qiierl) (5)

como 6 se movia entre 0 e 0o, s varfa entre 0 e co. reemplazando (5) en (4) se obtiene la parame-
trizacién natural:

—

1= (1) o (0 s ) (s +) (i + 0 (1)

se deja propuesto verificar que || dz(ss) | = 1.
3. Recordemos las siguientes definiciones:
Velocidad:
dr'(0)
500) =
v(0) =—,
Rapidez:
v (0) =17 (0) |
Vector Tangente:
v (9)
T(0) =
)=+ 0
Vector Normal: u AT
N () = == /|| —
0)= /15
Vector Binormal:
B=TxN



Algunos calculos nos muestran que:

de donde

2%k — hp — ho
B=TxN="_"F
V2v2 + h?

4. La curvatura y la torsién estan dadas por:

luego

k() v2 ! = V2

T V2tV R 2+ h2)
y para la torsién calculamos primero

dB  —hf+hp
o 22+ 12

luego

5. de la parte anterior se tiene que



