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Desarrollos de Taylor y Primitivas:

Pregunta 1.- Sea f : R — R definida por f(z) = ze™®
i. Determinar f((z), y en particular £ (0). Para ello use a regla de Leibnitz.
ii. Escriba el Polinomio de Taylor de f(x) en x = 0.
iii. Determine el valor de n para calcular f(0,1) con 5 decimales exactos.
Pregunta 2.- (Propuesto) Considere f : R — R definida por f(z) = x%e™.
i. Escribir el Polinomio de Taylor de orden 3 con resto de Lagrange en torno a = = 0.
ii. Calcule e=%! y estime el error cometido.
Pregunta 3.- Calcular, mediante cambio de variables, las siguientes primitivas:

i f\/%wdx iii. [e”Ve* +1dx v. [In(z)z~= dx

ii. fmdx iv. I%\/%d,ﬁ vi. fxg,a/,]jQ + ldx

Pregunta 4.- Calcule [ dx, luego deduzca el valor de:

1
sen(x)

i. f cosl(:v) dx ii. f 1+s;n(z) dx iii. f sen(w)}rcos(w) dx
HINT: Le puede ser ttil utilizar el cambio de variables u = tg(%)

Pregunta 5.- Calcular, mediante la integracion por partes, las siguientes primitivas:
i [ze” da iii. [arcsen(z)dx v. [e Vodx
ii. [22e” dx iv. [In(z)dx vi. [ 55 do

Pregunta 6.- Considere [,, = [ 13”_% dx. Calcule una férmula de recurrencia para I,

n

Pregunta 7.- Sea I, = [ i do. Demustre que:

(1+2n)I, =22"V1+x—2n- I,



Solucioén:

Pregunta 1.-

i.

ii.

iil.

Recordemos que la regla de Leibnitz dice que:
(h- )" () = Sj_g ()h(a) Vg ()P
luego tomando h(z) = x y g(z) = e~* la derivada n-ésima se reduce a:
(- 9)"(x) = T_y D)z (=) = F)a(e=)) + (7))

donde la ultima igualdad se debe al hecho que las derivadas de orden mayor o igual que 2 de la funcién
x son nulas.
Ahora usamos las derivadas n-ésimas de la funcién exponencial para deducir que:

J @) = (=1)"ae ™ 4 (1) e
n—1

Evaluando en z = 0 tenemos que £ (0) = n(—1)

La férmula general del Polinomio de Taylor de orden n en un entorno de g, ie, Vs(zg) con resto de
Lagrange es:

f(@) = f(wo) + f'(z0)(x — wo) + 51" (20) (x — w0)® + ... + 77" (w0) (2 — w0)" + Rn(2,€)

con R, (z,§) = (nil)gf(n+1)(§)$”+1 y & € Vs(zo).

Aplicando esto a la funcién de nuestro problema se tiene:

F@) = f0) + F'(0)x + 5. £7(0) ... + 73 f(0)a" + Ry (2,€)
flz)=0+a—2%+...+ ﬁ(fl)”*lx" + Ry (x,§)

—yn  (EDFlaE
f(@) =2 <= + Ba(2,6)
Dado que queremos 5 decimales exactos necesitamos que:
(R, €)| = |y D (€)1 < 1076
usamos los calculos que tenfamos en i. para concluir que:
FOENE) = (1) e 4 (n+ 1) (1) = (1) + 1= e
tomando médulo:

B (2,8)] = [y (D)™ (n + 1 — 2| = |l e—san |

como ¢ € (0,0,1) y e~* es decreciente se tiene que e~ < e’ = 1, con esto:

_ _ _ n+1
R, 6)] = |BHiTE e €qn+1| < |mblotant| < |22

donde la ultima desigualdad se debe a que —¢ < 0. Finalmente usamos que x < 0,1 y con esto buscamos
un n tq:

n+1
|G| <107°

lo cual se tiene para n = 4 y posteriores. Concluimos que basta con un Polinomio de Taylor de orden
4 para obtener f(0,1) con 5 decimales exactos.



Pregunta 3.-

. Tenemos que calcular f m dx, podemos reescribir esta primitiva de la forma:

| de=] o=

un primer cambio de variables es:

asi reescribimos la integral:

fi\/(%“)ﬁdx:fimadu
Hacemos un segundo cambio de variable:
senh(v) =u = cosh(v)dv = du

luego nuestro problema se reduce a:

n senh(v)
J i adu=a [ 225t cosh(v) dv

Finalmente recordamos que 1 + senh?(v) = cosh(v) y con esto:

__senh(v) _ senh(v)
af oo cosh(v)dv = a [ 35505 cosh(v) dv
= af senh(v) dv

a cosh(v) —|— Cte

= ay/1 + senh?(v) 4+ Cte

Como senh(v) = u = % concluimos que:

/ \/W =a\/1+(£)?+ Cte
que un correcto manejo algebraico permite reescribir:

f\/£72+1 z = va*+2? + Cte

ii. En este caso tenemos f dz intentemos con el cambio de variables:

1
zin(z)(In2(z)+1)
u=In(z) = du=2ldx
con esto nuestro problema se reduce a:
f zln(z)(ln2 :c)+1) f in(z) ln2 +1) :10 dr = f u(u21+1) du

Ahora podemos proceder por fracciones parciales o sumando 0.



iii.

iv

e Alternativa 1:

Por fracciones parciales nos queda:

J ey du = [ (G + ST du

donde A, B, C satisfacen:

Aw? +1)+ (Bu+Clu=1 A=
AP+ A+Bu>+Cu=1 = B=-—
(A+Bu?+Cu+A=1 C= 0

luego se deduce que:
fmdu:f(%—#ﬂ)du:f%du—fug—’hdu:ln(u)—%ln(uQ—i—l)—i—Cte
recordando el hecho que u = In(z) se concluye:

e Alternativa 2:

Sumando 0 en el numerador de la forma:

J u(u2+1) du = [ (H;fH) du — f 2+1) =[ydu—[ g du

y se procede como lo hicimos antes.

Para f e®+/e® + 1 dx hacemos el cambio de variables:

u=e* = du=e€edz
asi:

[e*Ver +1dx = [Ver +1e*de = [Vu+ 1du

Hacemos un segundo cambio de variables:

v=u+1 = du=dv
conesto [vu+ ldu= [vZdv=2v3+Cteycomov=u+1=e"+1:

[e*Ver +1de = 2(e” + 1)2 4 Cte

Tenemos que calcular [ %\/ﬁ(@? dz, aunque hay muchos cambios de variables ttiles, usaremos:
sexr\x

u=sen(r) = du=cos(x)dz

luego reduciendo términos:

sex x)cos(w sex(x) o w
I e = finag cos@) de = [ it du

ahora sumamos convenientemente 0 al numerador y se llega a:

f\/ﬁdu:j‘\}%du—fﬁdu:f\/l—l—udu—fﬂﬂrfudu



y lo tltimo es igual a 2(1 + u)? — 21+ u + Cte, como u = sen(z) el resultado buscado era:

S/ sez(2)eos(@) g — 21+ sen(z))? — 2,/1+ sen(x) + Cte

1+sex(x)
v. El cambio de variables mds 1gico para calcular [ ln(m)x_% dz es:

u=+\r = du=-Ldx

x

S

luego:
[In(z)z~7 dr = fln(x)% dz = [In(u?)du=2 [In(u)du
Esa tltima primitiva® resulta ser [in(u)du = uln(u) —u + Kte, con lo que concluimos:
[In(z)z~3 dz = 2(y/xIn(\/Z) — /) + Cte
vi. Finalmente tenemos que calcular [ 23/22 + 1 dx, para ello:
u=22+1 = du=2zdx
reescribimos la integral para hacer aparecer los términos anteriores:

[a3Va?+1de =5 [2*Va?+ 1 2zde =5 [(u—1)Yudu

pero si nos fijamos bien se tiene que

ol

(u—1)u=(u—1)us =u? —u

luego [(u—1)&udu= [u5 du— [us du = %u% — 343 + Cte, y ast:
[23 V2T 1de = 2(a® +1)5 — 3(2® +1)5 + Cte

1Se vera después en la integracién por partes



Pregunta 4.-

Recordemos las siguientes igualdades trigonométricas:

sen(Z)

cosz( )
z cos(2) tg(%)
sen(x) = 2sen(Z)cos(2) = 22Uz )wé(z)z = =
(z) (3)e0s(3) = Zsamtireodn =20 >(f1225 >>+1> e
) sen2(2)
20 m 2 e cos®(£)(1———27) 2z
_ 20z 2/zy _ cos (§)—sen”(3) _ 2 cos2(Z))  1—tg*(%)
cos(x) = cos™(5) = sen’(3) = e (D) T Ll T )
cos (2}

asi estamos en condiciones de usar el cambio de variables:
u=1tg(%) = du=isec®(%)dz = 2du =(1+tg*(%)dz = 2 #Q(E) du = dx
2
=27 + ——du = dx
Con todo lo anterior podemos reescribir la integral y calcularla directamente:

du= [1du=1In(|ul)+Cte?

f sen(az de = f 2 ” 1+u2 du = f ul 1+u2

ahora, como u = tg(%) se tiene que f ém(l) dx = In(|tg(5)]) + Cte.
i. Usamos directamente los célculos que ya hicimos:

du

1 _ [ 14u _ — 1
f cos(ac) dr = f lw2 1—i-u2 du = 1+u2 1-l—u2 du = f 1— u2 - f (1—u)(1+u)
1+u2

usando fracciones parciales:

A B

donde A, B satisfacen:

Al+u)+B(l—u)=1 A=
A+Bu+B—-Bu=1 = B=
(A-BJu+(A+B)=1 =

NIENTE vy

luego deducimos que:

S + 1) du = 3 (—in|l — u| + In|L + u|) + Cte

lo cual implica que [ m dr = 3(=In|1 — tg(%)| + In|1 + tg(%)]) + Cte.

ii. En este caso:

1 u +1 1 _ 1
f 1+sen(w) f 1+2 l-Q—u2 f w2 H14+2u 1+u2 du =2 f (14u)? du

es claro que [ ﬁ du = — 5 +u + Cte y recordando la definicién de u el resultado es:

dr = + Cte

1
f 1+sen(z) 1+tg ;

2E] médulo estd explicito pues debemos asegurarnos de que el argumento del logaritmo sea positivo.



iii. Como cos(%) = sen(%) = %, si multiplicamos por 1 el denominador se tiene:

sen(z) + cos(x) = V2 (se (x)% + cos(x)%)
z)

= V2 (sen(z)cos(F) + cos(z)sen(F))
=v2-sen(z+ %)

y con esto podemos reescribir términos para concluir que:

(@)
=~ z T
f sen(w)—li-cos(a;) dr = % f sen(i-‘r%) dae” = ln(|tg(Z + §)|) + Cte



Pregunta 5.-

La integracion por partes es una consecuencia de la regla del producto para derivadas, puede resumirse
en la férmula:

Judv=uw— [vdu
donde basta reconocer correctamente u y dv para aplicar la formula.

i. Nos piden calcular [ ze® dz, si usamos:

u=x N du=dzx
dv = e® dx v=e

luego aplicando la férmula inicial:
Jae®dz = [udv=uv— [vdu=ze” — [e”dx
como [ e*dx = e* + Cte, se concluye que:
[ xe® dx = ze” — e” + Cte
ii. En este caso tenemos que encontrar [ x%e® dx, procediendo de la misma forma que en (i):

u=z2 du = 2zxdx
dv = e® dx v=¢e"

luego aplicando la férmula inicial:
f:erId:z::fudv:uv—fvdu:x%x 72f1'exd:z:
pero ya calculamos esta primitiva, con lo cual:
[ 2?e® dx = z?e” — 2 [ we® do = z?e” — 2ze® + 2e” + Cte
iii. Parece un tanto extrafio que nos pidan calcular por partes la primitiva de arctg(z) dado que no es claro

que hay una multiplicacién de funciones, pero basta recordar que [ arctg(z)dz = [1-arctg(z)dx con
lo cual podemos reconocer términos:

u = arctg(x) du = 1+%daj

dv =dx v==z
y asi:
[arctg(x)de = [udv=uv— [vdu =z arctg(z) — [ 35 dx
y esa ultima primitiva es %ln(l + 22) 4 Cte. Finalmente:

J aretg(x) de = @ - arctg(x) — §in(1 +2?) + Cte



iv.

vi.

Idéntico a (iii.):

y ast:
[In(z)de = [udv=uwv— [vdu=2z-In(z) — [ de=x-In(z) —x
Buscamos una funcién que derivada nos de e~ V%, primero hacemos el cambio de variables:
= 2yzdy=dx
= 2ydy=dx

luego [ e Vidr =2 [ ye~¥dy y ahora procedemos por partes:

U=y du =dy
dv=e"Ydy v=—e Y

con lo que:
2[yeVdy=2[udv=2uv—2 [vdu=—2ye ¥ +2 [e Vdy =2ye ¥ —2e ¥ + Cte
que es equivalente a:
[e Vodr =2\/re V" —2e~V® 4 Cte

Nos esta faltando calcular f % dx, usaremos los siguientes u y dv:

u = ze® N du = (e* 4+ xze®) dz
_ 1 _ 1
o= fgpdr 7 v=-g
por lo tanto:
Jae' iz de = —we" mg + [ (e +aet) do = —we" i + [ e da

llegamos a:

i (1sz)2 dr = —5 + e + Cte




Pregunta 6.-

Calculemos Iy, I, Iz e Is y con ello podremos ver la férmula general:

1. La integral se reduce a:
Iy = [ 1352 dx = arctg(x) + Cte
2. En este caso:
= [ 1% do = §in(1 + 2?) + Cte

3. Utilizaremos el hecho que ya calculamos Ij:

L=[{Ssde= ¥ de— [ ode=[de—Iy=x—I

4. Nuevamente sumamos 0 y luego:

L= [{isde= [ de— [ Zrde= [ader— Iy =

1422
Con estos simples cédlculos podemos generalizar para un n € N

L, =/[ 1+7;2 da?
= f = 1—i-r2 di)’] - f 1+"c2

™ 21+m
_f 1_;’(_ 2 dx_ n—2
= [a" %dx — I,
zn—l
= n—1  1tn-2

Pregunta 7.-

Tenemos la siguiente primitiva en funcién de n:

L=/ ﬁTx da
para ello basta que hagamos una iteracion de la integracion por partes:

N du = nz" 1 dz
dvz@dﬂ: v=2/14+z

por lo tanto:

f\/%dx: 20"/1+z—2n [V1+z2" tde

1+x

11 Ccon esto:

ahora la integral de la derecha la multiplicamos por

‘,L,'n.fl fL'n
fvl—kxx”*l}%dx—fm” 1 1;“med —fﬁdx—i—fﬁdx

y asi lo anterior se reduce a:

I, =22"1+z—2n(Il,—1+ I,)

50

=l 1+ 1,

que es equivalente a (1 4 2n)I, = 22"/1+ x — 2n - I,_1 que es lo que queriamos probar.

10



