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Departamento de Ingenieria Matematica, FCFM, U. de Chile
Semestre 2008/1 (27 de Junio)

P.1.- a) (8 ptos.) Considere la curva definida por la ecuacién

7(t) = (tsent, tcost , vt € [0, 27].

22 )

Calcule el largo L y la masa M de la curva, sabiendo que su densidad esta dada por la
ecuacion p(z,y, z) = 22 + 2.

Solucion

Derivando se tiene que:

W(t)z( sent +tcost , cost —tsent , \/2775) vt € (0,2m).

........................................................................................

s'(t) = |7 (t)|| = /(sent + tcost)2 + (cost — tsent)2 + 2t
Vit 12t=1+t Vte(0,2n).
........................................................................................

........................................................................................

La masa de la curva es

27 27
M = /0 p(7(t))s' (t)dt = /0 {(t sent)? + (tcos t)Q}(l +t)dt
= /27r £2(1 + t)dt = 8% + 4
0

........................................................................................

b) (8 ptos.) Si f: R — R es una funcién dos veces derivable, demuestre que la curvatura s
de la curva

7(t) = ( cost , sent , f(t)) vVt € R,

esta dada por la ecuacién

_ VIO
(1+(1)2)*

K(t)



Solucion

Derivando se tiene que:

=L

(t) = ( —sent , cost, f'(t) ) vVt e R.

Por lo tanto tenemos que

s'(t) = |7 (t)] = V/(—sent)? +cos?t + f2(t) = /1 + f2(t) VteR.

donde

Derivando nuevamente se tiene que

7 (t) = ( —cost, —sent f"(t)) Vte R

" _ 1 ! " f’(t)f”(t)
W= OO e e
Por lo tanto T )
& = i (020 - T O 05 0)

Tomando la norma se obtiene que

(1) = S VI PO+ PO 0 + 217+ 7700

= 5/41(t) \/(1 +f’2(t))2 4 (1 4 f’Q(t))f’Q(t)

= VI PO+ 0




P.2.- Determine si las siguientes integrales impropias, son o no convergentes:

@ [ s o) [ () @ [ wte

Solucién

(a) Usando la definicién tenemos que

1 1 1
/ In(z)dr = lim [ In(x)dr = lim (x Inz — :L') =lim—-1—-¢clhet+e=-1
0

e—0 J. e—0 € e—0
Luego es CONVETZENtE ... ..ottt e e 2.0 pto.
., . , Inx .
(b) Usando comparacién, cémo lim —— = 0, existe x( tal que
r—o0 I

o (M) < (1) -
........................................................................................ 1.0 pto. |

L0 B et 1.0 pto.

(c) Debemos estudiar la convergencia de las siguientes dos integrales impropias:

/“ dx /JFOO dx
0 z(z+ V) o T+ V)
para algin a > 0 (por ejemplo @ = 1) ... 1.0 pto.

¢ dx
La primera es comparable con la integral / ——. En efecto,
0

NZ3
1
i — Y% i =1
Pero como esta es divergente (% > 1) se deduce que la pedida también lo es y por lo tanto
no es necesario analizar la integral hacia +00. ..... ... . ... i 1.0 pto.




P.3.- Estudie la convergencia (absoluta y condicional) de las siguientes series

(a) Y cos(km)sen(1/k) (b) ZQkk’“ (c) Zk2<k¢2(cos(1/k) —1))]“

Solucién

(a) Notemos que cos(km) = (—1)¥ por lo tanto estamos en presencia de una serie de
términos alternantes. Como 1/k decrece y sen(cot) es una funcién creciente en [0, 1], se
deduce que sen(1/k) es decreciente. Por lo tanto, usando el criterio de Leibnitz se deduce

qUE 1a SETIE COMVETZE. ...ttt ittt e et e et e 1.0 pto.

La serie de los médulos es > sen(1/k) la cual diverge ya que es comparable a la serie
armonica »_(1/k). Por lo tanto la convergencia de la serie pedida, es sélo condicional. .. [ 1.0 pto.

(b) Usemos el criterio del cuociente:

. 2FL (B 4+ 1) kF . 2 kFoo2 -1

1m . = llm —— — = —

k—oo (k+1)k1 28Kl koo (K+1)F 1 e

Cémo el limite es menor que 1, la serie converge. ............c.oiuiiiiieiiieniinnnna.. 2.0 pto.

(c) Usemos criterio de la raiz k-ésima a la serie de los médulos.
o|cos(1/k) =1 1

Jm (V[ —=g | = 3

Luego la serie converge absolutamente. ......... ... .. i 2.0 pto.




