CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
PROFESOR: RAUL URIBE
PROFESORES AUXILIARES: FELIPE RuIZ - CRISTOBAL QUININAO

Pregunta 1.-

cos(z)

(a) Usando el cambio de variables u = tan(%), calcule / T+ cos(a) &

(b) Sean I = /cos(ln(x)) de y J= /sen(ln(ac)) dz. Usando integracién por partes, plantee un sistema lineal

que permita calcular Iy J. Calcule I'y J.
Solucién.-

(a) Hacemos caso a la indicacién, recordemos que

o, 5 sin(Z)
. . sin(%)cos(%) cos (f)cos(%) tan(%)
in = 2sin(% ) =27+~ = = — % = T
sin(@) = 2sin(3) cos(3) = Zmriret(p cos2() (I ) 4y~ (R
cosZ(Z)
25
2z sin (5)
2@y _in2(z cos®(3)(1— ) 20
. 2z .2,z _ cos?(F)—sin*(5) 2 cos2(£)’  1—tan®(%)
cos(z) = cos™(5) —sin*(3) = Cos2(§)+sin2(§) = sin2(Z) . 1+tan2(£2')
2 2 cos2 (L) (1+ 27 2
2 cos?(:)

y también:

u=tan(%) = du=isec’(Z)dz = 2du=(1+tan’*(%))dz = QWdu:dx
2

luego la integral nos queda:

1—u?
/ cos(x) do — / TTuZ P 1 du
1+ cos(x) 1+ }:LQ 14 u?

1wl 1
_ 14+u
_2/ 1+u12:_ulg_u2 1+U72 du
—u2
:2/ (1+U2)1+T L du
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:/1+u2 du
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2 14+ u?
= du — d
/1—|—u2 v /1—|—u2 u

= 2arctan(u) — u + Cte

=z - tan(%) + Cte

(b) Para I hacemos escogemos:

u = cos(In(zx)) du = —Lsin(In(x)) dz
i x
dv = dz V=1



luego I se reduce a:
I= /cos(ln(x)) dx = z cos(In(x)) + / sin(In(z)) de = x cos(In(z)) + J

Procedemos de manera similar con J:

u = sin(In(z)) N du = 1 cos(In(z)) dz
dv =dz V=1

luego J se reduce a:

J= /sin(ln(x)) dz = zsin(In(z)) — /cos(ln(ac)) dr = xsin(ln(z)) — I
y el sistema pedido es:

I =xzcos(ln(z)) +J (2)
J =zsin(Iln(z)) — 1 (3)

Sumando y restando ambas ecuaciones se concluye que

I= g(sin(ln(x)) + cos(In()))

J = E(sin(ln(x)) — cos(In(z)))

Pregunta 2.- Sea f : [1,+00) — R una funcién no negativa y creciente
(a) Usando la particién P = {1,2,3,...,n} pruebe que Vn > 2

if(l) < /f(:r)dac < Zf(l)

=2

(b) Counsidere f(x) = In(x) y utilice la parte anterior para demostrar que v¥n > 1

(n—1D!I<n"e ™ <nl

Solucién.-

(a) Siguiendo la indicacién, tomemos la particién P = {1,2,3,...,n}; con esto se tiene Az = 1 y usando el
hecho que la funcién es creciente, se tiene (fnf+l) f(x) = f(i) y asi:
T€ (2,1

n—1

i f@) = Z inf f(z)Az < /f(g;) dz

e~ zc(i,i+1)
i=1

Por otro lado, sup f(z)=f(i+1)y asi
zE(i,it1)

[r@iz<Y fi+0=3 s f@as

i—1 i—1 z€(i,i+1)



n—1 n
con un cambio de indices adecuado > f(i+1) = > f(i) y finalmente
i=1 =2

nzlf()</ da:</f d;c</f =<3 10)

i=1 2

obviando las desigualdades que no nos sirven para el problema se concluye que

n—1 n

S ) < / fla)ds <3 £0)

=1 1 2

(b) Como In(z) estd bien definida en [1,+00), es creciente y no negativa en ese intervalo se puede aplicar la
conclusién anterior y se tiene que

n

i In(i) < / In(z) do < Z In(i)

1
usando las propiedades del logaritmo y [ In(z) dz = zIn(z) — = se tiene
In(1-2-...-(n—1) <zln(z)—z |7 de <In(2-3-...-n)
In((n — 1)1) < (nIn(n) — n) — (In(1) — 1) < In(n)
In((n —1)!) <In(n") —n+1 <In(n!)
y elevando exponencialmente se tiene la conclusién pedida.

Pregunta 3.- Calcule los siguientes limites:

(a) lim 22(1—&—71)%

n—>+oo

(b) lim ’I’LZ arctan( ;- )

n——+oo n2+z
Solucion.-

(a) Notemos que el limite pedido lo podemos escribir como una suma de Riemann, para ello necesitamos
el intervalo [a, b], la particién considerada y la funcién a integrar.
Si reescribimos el argumento del limite por:

i2z+n i2 .+1
=1 =1

podemos reconocer términos. Esto pues si consideramos el intervalo [0, 1] equiespaciado con una particién
de intervalos de largo 1 se tiene lo siguiente:

Aéti:
_ b—a , __ 1
T = a — 1=

K3
n n

+ 3=

con ello la suma queda dada por

2"32 (zi + 1)Ax;
i=1



lo que converge a la integral

n 1

Z2$1+1A$1n2>0 2(x 4+ 1)dz
i=1 5

1
la cual existe y vale [2(z+1)dz = 2(% + ) |§= 3; con lo que concluimos que
0

n

, . 1
Jin, D 2ty =3

(b) Del mismo modo que antes

i arctan(X) i arctan(%) 1
ny ——2-= — =
i=1 712 + 22 i=1 1 + ( )2 n

usando la misma particién y el mismo intervalo:

simatize .o
se tiene
Z": arctan.(%) 1 Zn: arctan(;ci) Az,
i=1 1+(%)2 n =1 1+m7‘

y tomando limite

1
n
arctan(z;) n—too [ arctan(z)
E Az, == ——dx

1+:v 1+ 22
=1 0

la cual se resuelve facilmente si consideramos el cambio de variables:

1
u=arctan(z) = du={sdz

1
y con esto f arctan(z) gy — f udu = es decir:

I+ 33

" arctan(L) x2

lim n —_— =
n—+oo 4 n? + 42 32

Pregunta 4.- Calcule mediante sumas de Riemann la siguiente integral

b
/eaxdx
a

para a >0

Solucioén.-

(b;“), con ello nos queda:

Tomemos una particién equiespaciada de paso

Az, = L;a) xi=a+ L;a) i



Por otro lado, como a > 0 se tiene que la funcién f(z) = e** es creciente y asf:
P . (b—a) ,
m; = lnf{eaz = (l‘i7xi+1} — eO%Ti — ea(aJr - %)
X (b—a) ,.
M; = sup{e®® : z € (1, i1} = e%itl = elat—=— (i+1)

ahora podemos calcular S(f,P) y s(f,P)

e Recordemos que

n—1 n—1 (b—a) . (b _ a)
S(fP) = MAz; =) et F 220
=0 =0 n
luego podemos reescribir esto para reconocer una suma geométrica:
n—1 (b—a)
(b—a)  0=a) ;(b—a) G-a)(b—a)l—e* n "
aa « 1 aa o
R D e e e = i
i=0 1-— n
lo cual, si n — 400, tiende a
—1
—_——
e o b=a) (b— a) 1— ea(b—a) e®r 1 — ea(b—a) e%a a(b—a)
e e n = - = (1 —e )
n (b—a) (b—a)
1—e* 7 I T D
a(b—a)
n
| —
——1
e Hacemos algo similar para
n—1 n—1
=a) v (b—a
P =S mida = 3 et o = a)
1=0 1=0 n
que esta vez lo escribimos por
n—1 (b—a)
(=a) . (b—a) b—a)l—e*= "
aa [e3 K3 aa
s(f,P) = Z e (e ) =e G-
: n n a—
=0 1—e n
y como antes
e (b* a) 17€a(b—a) oo e 6a(b—a) e a(b—a)
(b—a) b—a (1-e )
n 1 s «Q 1—e®m
a(b—a)
————

Ahora recordamos las siguientes desigualdades
b b b
s(f,P) < /6”033: < /e‘”dw < /e‘”dw <S(f,P)

por Teorema del Sandwich se concluye que

b
% 1 ab aa
do = — (e —
/ e T (6 (& )



