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1. Calcule la derivada de las siguientes funciones

a) fi(z) = a\}pfq

Solucion.-

b) fa(w) =
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d) fa(a) = log (
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2. Considere
202 4+3z+1 si x<1

fz) =

ar +b si o x>1

encontrar a y b tales que f es derivable en todo R.

Solucién.-

Recordamos que una funcién derivable es necesariamente continua, esto es,
f derivable = f continua

y notamos por ende que debemos imponer la continuidad de f. Para ello analizamos los limites laterales en
=1

lm f(r) = lm 222+3x+1 = 6
r—1— r—1— —
lim f(z) = lim az+b = a+b Zathb=6
z—1t z—1+

Ahora queremos que sea derivable en todo el eje real, como es claro que el tinico punto donde la derivada
no necesariamente existe es x = 1 nos centramos entonces en analizar la existencia del limite

i S0 1) = £(1)

h—0 h

Para que este bien definido los limites laterales deben existir y ser iguales, con esto:

=6
1+h 1 2(1 + h)? 1+h)+1 b
o SO 1) 204?430 h) 41 (at D)
h—0- h h—0 h
. 24+4h+2h?*+3+3h+1-6
= lim
h—0 h
= lim 7+ 2h
h—0
= 7
por otro lado
lim fa+hn)—f(1) — lm a(l+h)+b—(a+0)
h—0+ h h—0+ h
—  Ym ah+ (a+0b) — (a+b)
h—0t h
= a
se concluye que a = 7 y por ende b = —1.



3. Sea
clogle) g x>0,x#1

r—1

fx) =

o si o x=1

a) Encuentre o para que f sea continua en todo R.

Solucién.- Calculemos el limite cuando z — 1

) _ . wlog(x)
i S = M T
2L (wlog(a)

= m
z—1 (z—1)
h,ml—i—log(:v)

rx—1

= 1

luego, es claro que con esto para asegurar la continuidad basta hacer a = 1.
b) Analice la existencia de f’ (z > 0).

Solucién.- Si z # 1 entonces

flz) = <xaljo§(f)>
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para z = 1 debemos calcular la derivada por definicién

_ (+h)log(1+h) _ 4
lim w — lim h
h—0 h h—0 h
—  lim (14+h)log(l+h)—h
h—0 h?
L'Hé
/_\p 1f 1+10g(1+h) -1
= im
h—0 2h
_ lim log(1+ h)
h—0 2h
L'Hoép
-~

fm ———
no0 2(1 + h)
1

2



se concluye que f’ viene dada por la expresién:

) sz > 0,041
fla) =

1 . _
3 si x=1
¢) Determine la continuidad de f’ en (0, 4+00).
Solucidén.- Basta calcular el limite de la derivada anterior en z =1

, =1 log(x)
lim f@) = Moy
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luego f’ es continua en el intervalo (0, +00).

d) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a f en el punto P(zo,y0) # (1,1).
Solucién.- La ecuacién de la recta que pasa por el punto (xg,y0) y de pendiente m es

y =m(x — 2o) + Yo

luego como ya tenemos el punto, solo nos resta saber m.
Ahora, como la derivada es la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva definida por los
pares ordenados (z, f(x)), se sigue que

m(zo) = f'(x0) = zo — 1 —log(xo)

(w0 — 1)
asi la ecuacién que buscamos es
X0 — 1-— IOg(Io) Zo 10g(1‘0)
Y= (CU() — 1)2 (.73 Z‘O) + T — 1

4. Considere, para a > 0, la funcién

f(z) = log

2 a—+va? — 2

a <a+\/a2—x2> 3 3
—_—— | — Va2 -z

a) Demuestre que la derivada de f(z) es f/(z) = —Y=2%

p
b) La tangente a la curva en un punto P(x¢,yo) cualquiera, corta al eje OY en un punto que llamaremos

T. Pruebe que la longitud del trazo PT es constante (independiente del P(zg, o) escogido).

Solucion.- Resuelta en la clase anterior.



5. Para la funcién
1—cos(z) si z€Q

fz) =
0 si z¢Q

haga un estudio detallado de la diferenciabilidad, esto es, decida en que puntos existe la derivada de f y en
cuales no.

Indicacién: Estudie por separado los conjuntos Q, B := {27k/k € Z}, R\(BUQ).

Solucién.-
= Sea z € Q entonces es claro que cos(x) # 1 esto pues cos(x) =1 & z = 2nk, k € Z luego

fl@+h)— f(x) — lim flx+h) — 1+ cos(x)

1
s h h—0 h
si tomamos una sucesién de {h,,} C (R\Q) tal que h,, — 0y calculamos el limite anterior es claro que
no existe:
lim =1+ cos(x)
n—-+o0o hn
= En el caso z € R\(B UQ) se tiene lo mismo pues 1 — cos(x) # 0 y entonces
ZQ
—~ =
lm flx+h)— f(x) — lim —1+ cos(x)
h—0 h h—0 h

el cual sigue sin existir.
= Finalmente en el caso « € B se sigue que f(x) = 0y por ende el limite en conflicto se reduce a:

¢Q
2rk + h 2rk + h
o S@TR D) —f@) kTR
h—0 h h—0 h
Concluimos que f es diferenciable solo en B.
6. Seac>1y f:R — R. Probar que
f es diferenciableen 0 & 3 L = h’n% M

. Solucién.- Como nos piden demostrar un ssi debemos hacer amabas implicancias:

(=) Supongamos que f es diferenciable en x = 0 entonces el siguiente limite existe
0) i 1fm 1) = 1O)
F10):= illlir}) h

ahora, podemos escribir el otro limite de la siguiente forma

fleo) = f@) o few) = £0)+ £(0) — (@)

ili% x z—0 xT
o flen) = £0) F0) - f)
z—0 ch €T

o Jen = 1) 0 - f()
z—0 ch z—0 x
SO —f0)

= clim t AL

= (c=1/(0)



(«=) Por otro lado si el limite de la izquierda existe se tiene, del anlisis anterior, que

entonces la funcidén necesariamente es diferenciable en z = 0.

. Se dice que una funcién f : [a,b] — R es de variacién acotada sobre [a, ] si existe una constante x > 0 tq

n

SOIft) = ftic) < w

=1

conn € Ny {t;}7 ; una coleccién de puntos tales que a =ty <t1 < ... <tp_1 <t, =b.
Demuestre que si f es derivable en [a,b] y f’ es acotada, digamos por M, en (a,b) entonces f es de variacién
acotada en [a, b].

Solucién.- Tomemos un n € N cualquiera y una particién {t;}?_; del intervalo tal que se cumple
a=ty<ti <ty <...<th o<th, 1<t,=0b
entonces en cada intervalo [t;_1,t;] se cumple lo siguiente:

» f es continua en el intervalo [t;—1,t;], Vi € {1,...n}.

» Vi€ {1,...n} f esderivable en el intervalo (¢;_1,¢;), mas aun, la derivada esta acotada superiormente
por M en cualquiera de los intervalos que tomemos.

Ahora podemos aplicar el Teorema del Valor Medio para cada uno de los intervalos, esto es

36 € (tio1,ti) t.q. f(t:) — f(timy) = f/(&)(ti — tiz1)

tomando médulo y acotando por M se tiene

[f(t:) — fim)| = [F/ (&) (& — tima)| = [f/ (€It — tima) < M(t; —ti—1)
finalmente sumando sobre i se concluye lo pedido

K

n n n telescoépica
Do) = fE) €D Mt —tia) = MY (ti—tia) 7= M(tn—to) = M(b—a)
=1 =1

=1

pues k := M (b — a) es una constante independiente de n y de la particién escogida.



