Algunos Ejercicios Resueltos para C3.

Profesor: Maria Leonor Varas
Auxiliares: Sebastian Astroza & Diego Moran

Sea A C C* definido por:

A - {(217227_72771) / 21, 22 S C}
Definamos las siguientes operaciones de A x A en A:
(a,b,c,d) @ (e, f,9,h) = (a+e, b+ f,c+g,d+h)
(a,b,c,d)®© (e, f,9,h) = (ae + bg, af +bh, ce +dg, cf + dh)

(a) Demuestre que (A, @, ®) es un anillo no conmutativo con unidad (1,0,0,1)

(b) Verifique que (A\{0g}, ®) es un grupo (donde Og es el neutro de & en A)

Sol: (a) Para demostrar que (A, ®,®) es un anillo debemos verificar 4 cosas:

(i) ® y ® son cerradas en A
(ii) © distribuye sobre @&
(iii) © asocia
(iv) (A, ®) es un grupo abeliano

Demostrémoslas!

Dem(i) Vamos a tomar dos elementos de A y probaremos que la suma circulito (@)
y la multiplicacién circulito (®)de esos elementos pertenecen a A (de esta
manera demostrariamos que las operaciones son cerradas en el conjunto que
estamos trabajando).

Sean a,b € A . Por definicién del conjunto A sabemos que existen z1, 2o, 23, 24 €
C tales que:

a = (217227 _5771) A b = (237243 _5773)



Dem(ii)

Veamos que a @ b € A:

a’@b = (21722a _7272)69(2:37247 _5773) = (Zl +23,22+Z47—5—74,Z+%)

Y usando una de las tantas propiedades del conjugado (el conjugado de la
suma es la suma de los conjugados) se tiene que:

a®b= (21 + 23,20 + 24, =22 + 24,21 + 23)

Y bautizando dos nuevas variables como z5 = 2z1+23 ¥ 26 = 22+24 concluimos
que:

a® b = (257267 _%775)

con z5,z¢ € C.
Porlotantoa ®bec A

Ahora veamos que a ® b € A:

a®b 21722,*272,271)®(23,Z4,*Z,E)

2123 + 20(—Z1) , 2124 + 20%3 , —Z223 + Z1(—Za) , —Z224 + Z123)

2123 — 2274, 2124 + 2273, —%223 — 2124, —22%24 + Z123)

(
(
=
(2123 — 22724, 2124 + 2223, —2124 + 2223 , 2123 — 2224)

Y bautizando dos nuevas variables como z7 = 2123 — 2224 Y 28 = 2124 + 2223
concluimos que:

a @ b = (27,287 _%777)

con z7,zg € C.

Porlotantoa ®be A

Para demostrar que ® distribuye sobre & debemos ver que:

Vu,v,w € A u® (vdw)=(uG®v)d (udw)

y ademas, como no sabemos si ® conmuta debemos probar también que:

(vew)Ou=((vou)d(wou)

Por efectos de ahorro de tinta y papel (ya saben... pobres arbolitos) vamos a
probar solo la primera igualdad. La segunda queda de tarea para ustedes.



Dem(iii)

Sean u,v,w € A . Sabemos que los podemos escribir de la siguiente forma:
U= (avbacvd)a v = (evagah) yw= (jakam7n>‘

Notemos que:

uo (Vo w) =(a,bcd) Ol f,g,h) ® (4, k,m,n)

=(a,b,e,d) O (e+j, f+k,g+mh+n)

= (ale+j)+b(g+m), a(f+k)+b(h+n), cle+7)+d(g+m), c(f+k)+d(h+n))
= (aet+aj+bg+bm, af +ak+bh+bn, ce+cj+dg+dm, cf +ck+dh+dn)
= (ae+bg, af +bh, ce+dg, cf +dh)® (aj+bm, ak+bn, cj+dm, ck+dn)
— [(a,b,e,d) © (e, £,9,1)] & [(a,,¢,d) ® (G, by m, )]

= (o) ®(uow)

Por lo tanto:

uOWdw)=(uov)® (udw)

Notemos que esta demostracién de distributividad es aplicable no sélo para
A, sino que para todo C* (recuerde que A C C*)

Debemos demostrar que ® asocia. En otras palabras, debemos demostrar
que:

Vu,v,w €A u@WoOw)=(uEV)Ow

Nuevamente haremos una demostracién més general que la pedida (similar a
la parte anterior)

Sean u,v,w € A . Sabemos que los podemos escribir de la siguiente forma:
u = (a7b’c7d)’ v = (e7f7g’h) y w = (j’k)m’n)'

Notemos que:

(UQU)QUJ = [(avbac7d) © (evfagvh))} Q(jvkamvn)
= (ae + bg,af + bh,ce + dg,cf + dh) ® (4, k, m,n)

= ((ae + bg)j + (af + bh)m , (ae + bg)k + (af + bh)n, (ce + dg)j + (cf +
dh)m , (ce +dg)k + (cf + dh)n)



= (a(ej + fm) +b(gj+ hm), a(ek + fn)+b(gk+ hn), c(ej + fm)+d(gj +
hm) , c(ek + fn) + d(gk + hn))

= (a,b,e,d) ® (¢j + fm, ek + fn, gj+hm, gk + hn)
= (a7b7c7d)® [(e’f’g7h)®(]’k7m7n)]

=u® (vOw)

Por lo tanto:

uWow) =wov)Ow

Que es lo que queriamos demostrar.

Dem(iv) Ahora debemos ver que (A, ®) es un grupo abeliano. Para ello tenemos que
verificar lo siguiente:

(*) @ es cerrada en A

(**) @ asocia
() @ conmuta
(****) Existe neutro en A para @
(%) Todo elemento en A tiene un inverso (para @) que también estd en A.

Dem(*) Ya lo demostramos en la parte (a).i

Dem(**) Propuesto para el estudiante. De todas maneras es algo directo de la aso-
ciatividad de la suma en los complejos (de hecho debiera salirles mental).

Dem(***) Propuesto. Casi directo de la conmutatividad de la suma en los complejos.

Dem (****) Debemos demostrar lo siguiente:

(Gec A) VueAd) edu=ude=u

Nuestro candidato a neutro es e = (0,0,0,0) (por razones obvias no?).
Como es nuestro unico candidato estamos obligados a hacerlo ganar.
Asi que verifiquemos que es el neutro!

Sea u € A. Sabemos que existen z1, 20 € C tal que u = (21,292, —22,71) -
Por lo tanto:



Dem(*****)

edu = (0707070) D (213227*7235)
(04 21,0+ 22,0 — 5,0 + 21 +0)

= 21,22, _72771)

= u

Y por otro lado, como @ conmuta :

udPe = edDu

Y por ultimo... como un chequeo de sanidad mental... debemos verificar
que (0,0,0,0) € A. Pero eso es bastante facil de ver, ya que tomando
z3 = z4 = 0 se tiene que:
(0,0,0,0) = (0,0,—0,0) = (23, 24, —Z1,23)
————
vreR r=r

Como z3 = z4 = 0 € C, podemos deducir que (0,0,0,0) € A.

Lo que hay que demostrar es:

VueAd) (Fved) udv=vdu=e=(0,0,0,0)

Sea u € A. Sabemos que existen z1, 20 € C tal que u = (21, 22, — 22, 21) -

Nuestro candidato a inverso serd v = (—z1, —29, %3, —21). Claramente es
el inverso, ya que cada componente de v es el inverso aditivo de cada
componente de u. Pruebe usted mismo las igualdades de mds arriba (si
es que todavia desconfia).

Hasta ahora hemos demostrado que (A, ®,®) es un anillo. Nos falta ver que
NO es conmutatitivo y que tiene unidad = (1,0,0, 1).

Claramente no es conmutativo ya que considerando zi, 22, 23 y 24 complejos
distintos, podemos construir dos elementos a y b de A de la forma siguiente:

a = (217223 _5771) A b = (23724; _5373)

Notemos que:



a®b = (21722,_72,71)@(23,247—5,5)
= (2123 + 22(—71) , 2124 + 2073, —Z223 + Z1(—Z1) , —Z224 + Z123)
Y ademaés:
b®a = (237241_57%) @ (217227_575)

= (2321 + 24(—%2) , 2322 + 24%Z1, —Zaz1 + Z3(—72) , —Zaz2 + Z321)

De esta manera podemos ver que b ® a no tiene porque ser igual a a ® b.

Y ya casi para terminar notemos que (1,0, 0, 1) es la unidad del anillo (A4, ®, ®)
va que Vzi, 29 € C se tiene:

(1,0,0,1) ® (21,22, —%2,21) = (lz1 +0(=722), L2 + 0z1,021 + 1(—22), 022 + 177)

- (213Z27 _723 71)

Osea, (1,0,0,1) es el neutro para ® en A. Ademds es distinto del neutro de la
adicién (@), condiciones suficientes para que hablemos de unidad en el anillo.

(b) Debemos ver que (A\{0g},®) es un grupo. Para ello tenemos que verificar lo
siguiente:

(*) © es cerrada en A\{0g}

(**) ©® asocia
(***) Existe neutro en A\{0g} para ®
(%) Todo elemento en A\{0g} tiene un inverso (para @) que también estd en A.

(*), (**) y (***) puede demostrarlas facilmente si se inspira en la parte (a).

Para demostrar (****) debemos verificar que:

(Va € A\{0g}) (3be A\{0s}) a®©b=eq
Donde 0g = (0,0,0,0) y eq, = (1,0,0,1).

Demostrémoslo!



Sea a € A\{0g}. Debemos encontrar b € A\{0g} tal que a ©® b = (1,0,0,1).
Como a € A\{0g} podemos decir que es de la forma: (21, 22, —Z3,%1) con z1, 22

complejos no nulos. Si consideramos b = (e, f, g, h) podemos ver que:

a®b=(1,0,0,1)

= (2:17227 75,'271) © (6, fﬂg7h) = (170703 1)
& (z1e + 229, 21 f + 22h, —Z2e + Z19, —Z2f + Z1h) = (1,0,0,1)

Lo que equivale a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

zie+ 209 =1
z1f+22h=0
—Z2e+7219=0

~Zf+7h=1

Despejemos g de la ecuacién (3).

—Ze+7z19=0

Pero recordando que Vz € C 27! =1 = %,

Reemplazando este valor en (1) se tiene:

z1€e + 22% =1
|21
|22)?

< z1et+ —571e= 1

(Recuerde que 2z = |z|?)




|21

Syne=—s——
21 |” + |z2|?
2 — —
_ \Z1| 21 _ 21
a1 + |22 |1 ? |21l + |2l

Y con este resultado podemos encontrar g.

_ == E _
Zaez1 P2 P4mP Z2

Bk |21 21 |” + |z2|?

Casi de manera andloga (pero usando las ecuaciones (2) y (4)) podemos ver que:

—z2 _
f - — —
21 ]” + |22)?
y ademas:
21 _
= ——a= = €
|21 + | 2z2|

Por lo tanto encontramos el inverso de a. Ese inverso seria:

z1 —29 Z2 21

B Y R Y R P e P e P e P e P

Puede usted verificar (muy sencillamente) que b € A\{0g}



(a) Pruebe que Vz € C con |z| = 2 se cumple que:
2<|z—4|<6
(b) Pruebe que:

1+ sen(f) + icos(0)
1+ sen(6) —icos(0)

= sen(0) + icos(0)

y deduzca que:

(1 + sen(g) + icos(§)>7 —1 (1 + sen(g) - icos(g))7 =0

Sol: (a) Sea Vz € C con |z| = 2 . Si escribimos z = a + ib podemos ver que:

2| =2
S Va2 +b2 =2
sad+b =4
©a2:4—\bi/
>0

=a?<4

= la] <2
&S -2<a<?2

Estas desigualdades las ocuparemos en un rato mdas (asi que gudrdelas en su
memoria).

Ahora veamos que:

lz—4] = Ja+ib—4] =|(a—4)+1ib| =+/(a —4)%+ b2
= Va2 —8a+16+02=+a2+b2—8a+ 16 =4 —8a + 16
2v/5 — 2a

Y utilizando las desigualdades que usted tiene en su memoria deducimos que:

2< [z -4/ <6



(b) Note que si llamamos z = 1 + sen(f) + icos(f) tenemos que:

1+ sen(0) +icos(0) _ =
1+ sen(f) —icos(8) Z

Recordando que Vv € C v~! = % = % podemos ver que:
22
z |z

Luego:

1+ sen(f) +icos(8) (14 sen(f) + icos(6))?

1+ sen(6) —icos(0) 11+ sen(6) + icos(6)|*

(1+ sen(0))? + 2i(1 + sen(8))cos(#) — cos(6)?
(1+ sen())? + cos(6)?

1+ 2sen(0) + sen(0)? + 2i(1 + sen())cos() — cos(0)?
1+ 2sen(8) + sen(0)? + cos(0)?

Recordando que sen(0)? + cos(0)? =1y 1 — cos()? = sen(f)? se tiene que:

1+ sen(f) + icos(0) 2sen(0)? + 2sen(6) + 2i(1 + sen(6))cos(6)

1+ sen(8) —icos(6) 2(1 + sen(9))

2sen(6)(1 + sen(0)) + 2i(1 + sen(d))cos(6)
2(1 + sen(0))

= sen(f) + icos(0)

Demostrar la otra igualdad se hace utilizando lo que acabamos de demostrar con
0 = Z. Osea:
7

1+ sen(%) +icos(%)

1+ sen(%) —icos(%)

Elevando a la septima esa ecuacién se tiene:

= sen(%) + icos(%)

(1 + sen(Z) + icos( ))7

7 7
(1+ sen(%) — icos(%))7

= (sen(g) + icos(%))7

Pero:

(sen(g)ﬁ—icas(g))? = (cos(
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Ya estamos casi listos! , ahora falta recordar la bendita férmula de De Moivre:
(cos(0) + isen(6))" = cos(nb) + isen(nd)

(sen(g) —l—icos(g))7 (COS(527T) —l—isen(?))

= 0+1:

= i
Luego es realmente facil concluir que:

™

1+ sen(z) + icos(z) ’ —i(1l+sen(z)— icos(z) . 0
7 7 7 7

1Si le resulta demasiado mégico esto de escribir sen(%) como sen(
ocupar la paridad del coseno y la imparidad del seno.

5 — %) puede intentar factorizar y
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Sea (G, %) un grupo, de neutro e. Dado A C G se define:

(A) = ﬂ H={g9eG/V H subgrupode G, ACH , g€ H}
H subgrupo de G, ACH

(A) se llama el subgrupo de G generado por A.

a) Demuestre que (A) es el subgrupo més pequefio que contienen a A, es decir,
pruebe que:

a.l) AC (A).

a.2) (A) es subgrupo.

a.3) Si W C @G, subgrupo y A C W entonces (4) C W.
b) Pruebe que:

(Ay ={a x---xa) /n€IN, a; € A, m; €Z, Vi=1,...,n}

¢) Muestre que:
(Ay = A < A es subgrupo.

Concluya que ((A)) = (A).

Sol: a)a.l) Si a € A entonces claramente a € H, ¥ H subgrupo de G, A C H, lo que
prueba que

AC (A)

a.2) Lo primero que hay que verificar siempre es que, efectivamente, (4) C G. En
nuestro caso, esto es claro de la definicién, pues (A) es una interseccién de
subconjuntos de G, por lo tanto (A) es subconjunto de G.

Para ver que es subgrupo, usemos la forma compacta, debemos entonces
probar 2 cosas:

1. <A> £ :

Recordemos que si H es subgrupo, entonces e € H, luego es trivial ver que
e€ H, VYV HCG, H subgrupo, A C H, por lo que:

ec ﬂ H

H subgrupo de G, ACH

Asi, hemos probado que (A) tiene al menos un elemento.
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2.V ay, ag € <A>, al*agl € <A>
Sean aj, ag € (A), luego, por definicién de este conjunto, obtenemos:

ai, ag € HY H subgrupo de G, A C H

Lo que implica, dado que si H subgrupo existen los inversos, que:

ai, a;l € HVY H subgrupo de G, AC H
Usando ahora que si H es subgrupo, entonces es cerrado para la operacién
se tiene:

al*ag_l € HVY H subgrupo de G, AC H

Lo que es equivalente, por definicién, a:

ay *ay;t € (A)

En conclusién, (A) es subgrupo de G.

a.3) Sea W C @G subgrupo, tal que A C W. Debemos ver que (A) C W.

Recordemos que:
(4) = N H
H subgrupo de G, ACH

Claramente, como W forma parte de los conjuntos que se estan intersectando
en el lado izquierdo de la igualdad, se tiene:

ﬂ HCW

H subgrupo de G, ACH

Esto prueba que (4) C W.
b) Denotemos C' = {a]" *---xal» /ne N, a; € A, m; € Z,¥Yi=1,...,n}

Veremos primero que C' es subgrupo de G.

Claramente, C' C G, pues C contiene a elementos de A (luego elementos de G)
operados entre si 0 con sus inversos, y por ser grupo, todos los resultados de estas
operaciones quedan dentro del conjunto G.

1. C # 0
Dado a € A, tomandon =2, m; =1, my = —1, y a1 = a2 = a, vemos que
e=axaleC.
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Por lo tanto, C' # 0.
2.V ey, cg€C, cl*cgl e C:

Sici, co € C, existen n,l € IN; my,....,my, p1,...00 € Z, a1,...an,€ A,
b1,...,b; € A tales que:

M

cp=ait x---xan

co =00 w kB

Con esto, y recordando que, en general, (a*b)~! = b~! xa~!, podemos escribir:

-1 _ 1—m —p1
cy =b ko x by

Calculemos,
c = cCp%* 62_1
= (af™ s---xap)* (b, %o kb )
= a" xecowalm kb Pk b
Inspirandonos en la ultima igualdad, si tomamos k =n +1, 1y = mq,...,1r, =
My, Tn41l = P13 Tn+l = Pl d1 :al,...,dn = Qan, dn+1 :bl;---adn+l :bl, se
obtiene:

T Tk
c=dy', ..., d;

Lo que nos dice que ¢ € C, que es lo que queriamos probar.
Se concluye asi que C' es subgrupo de G.

Por otro lado, A C C, en efecto:
Si a € A, entonces tomando n =1, m; =1 y a3 = a deducimos que a € C.

Probemos ahora la igualdad de conjuntos que nos piden:

C De lo hecho anteriormente tenemos que C' subgrupo de G, A C C, entonces,
por lo visto en la parte A):

(4)cc

D Sea H talque H subgrupo de G, A C H.
Usando que H es un subgrupo que contiene a los elementos de A, deducimos
queVn e N, ay,...,an, €A, my...,my, € Z:

ma My
altk-exanm € H
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Lo que implica, por definicién de interseccién de conjuntos y ya que lo anterior
fue para H cualquiera, que Vn € IN, ay,...,a, € A, my...,m, € Z:

mi Mn
ay tkecka, " € ﬂ H
H subgrupo de G, ACH

Asi, usando un poco de imaginacién, concluimos que C' C (A).
c¢) Probemos la equivalencia que nos piden:

= Este es el implica fécil, pues tenemos como hipétesis, que (A) = A, y nosotros
ya sabemos que (A) es un grupo (lo probamos en la parte a)), entonces
necesariamente A es un grupo.

< Debemos probar una igualdad de conjuntos.
Observemos primero que, como A es un grupo que contiene a A y rescatando
del olvido una propiedad de la interseccién (CND C (), se tiene lo siguiente:

(A) = N HCA
HCG, H subgrupo ACH

Lo que nos da una de las inclusiones que necesitamos.

Para la otra inclusién, no necesitamos que A sea subgrupo, pero si nece-
sitamos una propiedade de la interseccién (si E C C, E C C entonces
E C DN D). En efecto:

AC N H C (A)

HCG, H subgrupo ACH

Hemos terminado de probar la igualdad de conjuntos, y por ende, este implica
también estd listo.

Ahora, ocupando el < para el grupo (A), obtenemos:
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