Ejercicios Resueltos C5/Rec / Algebra / 28 Mayo 2008

Profesora: Maria Leonor Varas (Seccién 4)
Auxiliares: Sebastidn Astroza & Diego Moran

Sea (G,*) un grupo.

Definicién: Definimos para g € Gy H C G los siguientes conjuntos:

gxH={gxh:heH}

Hxg={hxg:he H}

Los cuales son llamados traslacién por la izquierda (respectivamente traslacién por la derecha) de H en g.

Definicidén: H se dice subgrupo normal de G, si H es subgrupo y se cumple la siguiente igualdad de
conjuntos:

gxH =Hxg.

Considere (G, *) un grupo.

a) Dado H subgrupo de G, definimos la siguiente relacién en G:

r=py<=acxy ‘e€H
Demuestre que =g es relacion de equivalencia.
b) Sea H C G subgrupo normal de G.
b.1) Pruebe que * es compatible con =g, es decir, que
T1 =g Y1 NT2 =H Y2 == T1 * T2 =g Y1 * Y2.
b.2) Muestre que [z]=,, ={g € G :3h € H tq g = hxz}. Concluya que [z]=, = H+xx =z x H.

b.3) Se define en el conjunto de las clases de equivalencia de =g:

[#]=n Dlyl=y = [z 5 yl=y-
Probar que la operacién estd bien definida como una lci en G/H = {[z]=,, : * € G}.
b.4) Pruebe que (G/H, /) es un grupo (llamado grupo cuociente).
b.5) Probar que el neutro en (G/H,A) es H.



Soluciédn:

a) Se deja como buen ejercicio de relaciones y de estructuras algebraicas (Hacerlo!!!).

b)b.1)

b.2)

Sean x1, y1, 2, y2 € G tq:

T1 =g Y1 NT2 =H Y2
@xl*yfleH /\3:2*3/2_16H

Sr1 €EHxyy Naxo € Hxyy

De la tltima equivalencia, como H es subgrupo normal, se tiene que H *xy; = y; * H, y por
lo tanto:

TI=Eg N NT2=g Yy S 1 €y1xH Ao € Hxyy

Luego, la hipétesis nos dice que existen h1, ho € H tal que x1 = y1 * h1, y T2 = ho * ys.
Por otro lado, para ver que * es compatible necesitamos verificar que:

T * X9 EHyl*y2
S (zrxmo)* (y1xy2) ' €H

& (1 *xx2) € H % (y1 * Yo2).

Basados en la tdltima equivalencia, nos gustaria ver que x; * xo puede ser escrito como un
elemento en H * (y; * y2). En efecto,

w1 % g = (Y1 * hy) * (ha * y2) = [y1 * (h1 * ha)] * Y2

Donde hemos usado la hipotesis sobre z1,y1, y que * es asociativa.

Ahora, como hy * hy € H, se concluye que y; * (hy * ha) € y1 x H, y entonces usando que H
es subgrupo normal deducimos que 3h € H tq y1 * (h1 * ha) = h* y1. Con esto:

x1 % w0 = (hxy1)*xys = h* (y1 *y2)

& (v1*22) € H * (Y1 % y2)-

Luego. hemos logrado probar que 1 * x5 =g y1 * y2, de donde se tiene que, efectivamente, *
es compatible con =p.

En efecto,

[#lz, ={9€G:2=pgt={9€G:g=pa}={9eG:ge Hxa} ={g9g€ G:3h € Htqg= hxx}.

La igualdades de conjuntos que aparecen aqui son verdaderas pues todas las proposiciones
que definen los conjuntos involucrados son equivalentes.

El resto de este ejercicio se deja propuesto ficil (Hacerlo!!!).



b.3)

b.4)

Primero se comprueba, todo par de elementos elementos en G/H tiene imagen (trivial de la
definicién).

El paso siguiente es verificar que, al operar 2 elementos, el resultado es unico.

Recordemos que los elementos en G/H son conjuntos. Observando la definicién de A nos
damos cuenta de que, via esta operacion, a el conjunto que contiene a x operado con el
conjunto que contienen a y le asignamos el conjunto que contiene a x * y.

Luego, podria ocurrir que si en lugar de x e y se tomaran otros elementos de cada conjunto
se obtuviera un resultado distinto... ;;puede ocurrir esto??

Afortunadamente, la respuesta es negativa, y la razén es que * es compatible con =g, pues
ésta propiedad nos asegura que la clase de equivalencia de [z *y]=,, NO cambia si en vez de x

ponemos algin elemento relacionado con x y/o en vez de y ponemos algin elemento relaciona-
do con y ; en conclusién, no importa que elementos tomemos de cada clase de equivalencia,
la operacién A nos va a entregar siempre el mismo resultado, o sea, es una funcién.

Para finalizar, debemos probar que A nos entrega como resultado un elemento en G/H, pero
esto es trivial de la definicién.
En conclusién, A es una lci en G/H.

Asociatividad. Sean [x]z,, [v]=,V[?]=, € G/H, veamos:

[)=0 A (W=w DlEl=n) = [2]=n D ([(y + 2)]=4) = [25 (y * 2)]=y

=@ xy) x 2=y = ((z xy))=y) D)=y = ([2]=n Dlyl=y) All=s

Usamos que la operacién * era asociativa en G.

Existencia del neutro. Tenemos que buscar un elemento en G/H que pueda ser el neutro,
;,cémo lo hacemos?

Un buen punto de partida es observar el como estd definida la operacién pues esto nos ayuda
a que podamos identificar y/o encontrar al neutro.

En nuestro caso observamos que A estéd definida a partir de la operacién .

Por lo anterior, se nos ocurre que lo més probable es que el neutro para A sea [e]=,,, donde
estamos denotando e al neutro para * en G.

Una vez que ya tenemos elegido a nuestro posible candidato debemos verificar que ES el
neutro, vedmoslo a continuacion, sea [z]=, € G/H:

[x}EHA[e}EH = [:E * e]EH = [x]EH

Analogamente,

[e]EHA[x}EH = [6 * 'T]EH = [‘T]EH

Con lo anterior hemos comprobado que [e]=,, es el neutro para A en G/H.

Existencia de los inversos. Analogo a la parte anterior, es decir, hay que observar cémo
estd definida A para poder encontrar a los inversos de elementos en G/H.



b.5) Usemos que [z]=, = H x x, lo que fue demostrado en la parte b.2 de este problema.

lelz, =Hxe=H

Queda de tarea verificar, usando que e es el neutro en (G, ), que se cumple que H x e = H'!
(HINT: ver la igualdad como igualdad de conjuntos...).

Sea H subgrupo de (G,*). Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) H es subgrupo normal de (G,x).

i) (Vge G)(Vhe H) gxhxgt € H

iii) (VgeG)gxH*xg ' =H

iv) (Vg € G)(Yhy € H)(3ha € H) tq g* hy = ha *x g.
)

iv
v) * es compatible con =y.

Solucién: Propuesto.

Sea (G, x) un grupo, de neutro e. Dado A C G se define:
(A) = ﬂ H={geG/V H subgrupode G, ACH , ge H}
H subgrupo de G, ACH

(A) se llama el subgrupo de G generado por A.

a) Demuestre que (A) es el subgrupo méas pequenio que contienen a A, es decir, pruebe que:
a.l) AC (A).
a.2) (A) es subgrupo.
a.3) Si W C G, subgrupo y A C W entonces (A) C W.

b) Pruebe que:
(A) ={al" *---xay™ /neN, aq; €A, m; €Z, Yi=1,...,n}

¢) Muestre que:
(A) = A & A es subgrupo.

Concluya que ((4)) = (A).
Soluciédn:
a)a.l) Sia € A entonces claramente a € H, V H subgrupo de G, A C H, lo que prueba que

AC(4)

len otras palabras, verifique que no fue un GOL...



a.2) Lo primero que hay que verificar siempre es que, efectivamente, (4) C G. En nuestro caso,
esto es claro de la definicién, pues (A) es una interseccién de subconjuntos de G, por lo tanto
(A) es subconjunto de G.

Para ver que es subgrupo, usemos la forma compacta, probar 2 cosas?:

1. (A) # 0

Recordemos que si H es subgrupo, entonces e € H, luego es trivial ver que e € H, V H C
G, H subgrupo, A C H, por lo que:

e e ﬂ H

H subgrupo de G, ACH

Asi, hemos probado que (A) tiene al menos un elemento.
2.V ay, ag € <A>, al*agl € <A>
Sean aj, ag € (A), luego, por definicién de este conjunto, obtenemos:

ai, ag € HY H subgrupo de G, A C H

Lo que implica, dado que si H subgrupo existen los inversos, que:

ai, a;l € HVY H subgrupo de G, AC H
Usando ahora que si H es subgrupo, entonces es cerrado para la operacién se tiene:
al*agl € HVY H subgrupo de G, AC H
Lo que es equivalente, por definicién, a:
arxay' € (A)

En conclusién, (A) es subgrupo de G.

a.3) Sea W C G subgrupo, tal que A C W. Debemos ver que (A) C W.

Recordemos que:
(4) = N H
H subgrupo de G, ACH

Claramente, como W forma parte de los conjuntos que se estdn intersectando en el lado
izquierdo de la igualdad, se tiene:

N HCw

H subgrupo de G, ACH

Esto prueba que (4) C W.

210 olvide comprobar que A C G



b) Denotemos C' = {a]" *---xa'™ /neN, a;, € A, m; €eZ,Vi=1,...,n}
Veremos primero que C' es subgrupo de G.
Claramente, C C G, pues C contiene a elementos de A (luego elementos de G) operados entre

si 0 con sus inversos, y por ser grupo, todos los resultados de estas operaciones quedan dentro del
conjunto G.

1. C #0(:
Dadoa € A, tomandon=2, m; =1, mo=—1, ya, =as =a, vemos que e =a xa_ ! € C.
Por lo tanto, C' # (.

2.V ¢, 2 €C, 01*05160:
Sicy, co € C)existen n,l € N; my,....my, p1,...01 €EZ, a1,...a,,€ A, by,...,b € A tales que:

cp=ayt - xapm

co =b" % x bl

Con esto, y recordando que, en general, (a*b)~! = b~! xa~!, podemos escribir:

-1 _3—m —p1
cy =0, Pk x b

Calculemos,
c = (1% 02_1
= (" s--oxalm)w (b P x o x b )
a{nl *...*axn *b;Pl *...*b;pl
Inspirdndonos en la ultima igualdad, si tomamos k = n+ 1, 11 = my,..., Ty = My, The1l =
Pls-- 3Tl = P13 d1 = a1, ..., dp = ap, dpy1 =b1,...,dpy; = by, se obtiene:

— A" Tk
c=di',...,d,

Lo que nos dice que ¢ € C, que es lo que queriamos probar.
Se concluye asi que C es subgrupo de G.

Por otro lado, A C C, en efecto:
Si a € A, entonces tomando n =1, m; =1 y a3 = a deducimos que a € C.

Probemos ahora la igualdad de conjuntos que nos piden:
C De lo hecho anteriormente tenemos que C' subgrupo de G, A C C, entonces, por lo visto en
la parte A):
(aycc

D Sea H talque H subgrupo de G, A C H.
Usando que H es un subgrupo que contiene a los elementos de A, deducimos que Vn €
N, a1,...,a, €A, my...,m, € Z:



ma m
ajtk-okapm € H

Lo que implica, por definicién de interseccién de conjuntos y ya que lo anterior fue para H
cualquiera, que Vn € N, ay,...,a, € A, my...,m, € Z:

mi Mn
ajt ke kan™ € ﬂ H
H subgrupo de G, ACH

Asi, usando un poco de imaginacién, concluimos que C' C (A).
¢) Probemos la equivalencia que nos piden:

= Este es el implica ficil, pues tenemos como hipétesis, que (4) = A, y nosotros ya sabemos
que (A) es un grupo (lo probamos en la parte a)), entonces necesariamente A es un grupo.

< Debemos probar una igualdad de conjuntos.
Observemos primero que, como A es un grupo que contiene a A y rescatando del olvido una
propiedad de la interseccién (C'N D C C), se tiene lo siguiente:

(A) = N HCA
HCG, H subgrupo ACH

Lo que nos da una de las inclusiones que necesitamos.

Para la otra inclusién, no necesitamos que A sea subgrupo, pero si necesitamos una propiedad
de la interseccién (si E C C, E C D entonces E C DN C). En efecto:

AC N H C (A)

HCG, H subgrupo ACH

Hemos terminado de probar la igualdad de conjuntos, y por ende, este implica también esta lis-
to.

Ahora, ocupando el < para el grupo (A), obtenemos:

Sea (G, x) grupo, y H subgrupo de G.

a) Pruebe que si g € H entonces g« H =H xg = H.
b) Sean ay b € G, muestre que ax HNbx H# 0 < axH=0bx*H.

Solucidn:

a) Propuesto. HINT: la igualdad se demuestra via una doble inclusién.

b) (<) Basta probar que Va € G a x H # (. En efecto, a € a x H, pues el elemento neutro e de G
estd en H, o sea tenemos a =a*xe € a*x H.
Finalmente, sabemos que YA conjunto no vacio, AN A # (), de donde se concluye que a* H N
bx H # .



(=) Por hipétesis Jh,, hy, € H tal que a * h, = b * hy, usemos este hecho para probar que
axH=0bxH.

Veamos primero que a*x H C b* H: sea x € a * H, entonces x = a * h para algin h € H. Por
la hipétesis y usando que G es grupo ( en particular existe el inverso para todo elemento en
@), podemos escribir a = (b * hy) * h; . Con esto obtenemos:

w=[bxhy)xh; ] xh=[bx(hyxh; )] xh=0bx[(hy*h,")*h]

Donde hemos usado la asociatividad de *. Recordando que H es subgrupo podemos decir que
(hy * h;Y) * h € H, y en conclusién, por las igualdades anteriores, hemos logrado escribir z
como un elemento de bx H, luego, x € bx H. Esto prueba que ax H C bx H. La otra inclusién
es andloga.

Finalmente, estas dos inclusiones prueban la igualdad pedida.

Sean m, n, r € Ntqr <m, r <n . Calcule ), _, (Z) (er)'
HINT: usar el teorema del binomio y que (1 + z)™(1 4+ x)" = (1 + )™

Solucidn:

Como r < m, r < n podemos interpretar a »_,_, (Z) (er) como el coeficiente que acompaiia a

2" en la siguiente multiplicacién de binomios (1 + z)™(1 + z)™ (porque???).

Por otro lado, usando teorema del binomio sabemos que el coeficiente que acompana a x” en la
potencia de binomio (1+ z)™ " es (" ™).

Luego, puesto que (1 + z)™(1 + z)" = (1 + 2)™*™, el coeficiente que acompana a z" en ambos
productos debe ser el mismo, razén por la cual se concluye que:

ZT: n m _(m+n
kE)\r—k) r )
k=0
Queda propuesto como buen ejercicio, el identificar a que suma corresponde el coeficiente (mr")
cuando no se cumple que r < m, r < n.

Sean p y q dos reales no negativos tal que p+ ¢ = 1. Caleule >, (7)p"¢""k>.

Solucién: Sélo daremos el HINT: Usar el Teorema del Binomio y que k? = k(k — 1) + k.

n 2’c
Dados a € Ry n € N, calcule »,_ PP

Solucién: Veremos el caso |a| # 1, el otro caso queda propuesto.



n k

2k T2 1) on (2R - 2R) (a2 1) o 2kT1a2" - 2Rt okg2" g ok
Z FELES Z a2ttt 1 Z a2ttt 1 B a2ttt 1

k=0 k=0 - k=0 - k=0
_ i —ok+1 4 2k(2a2k —a? 1) Dokt 2k(a2k +1) 2": _ok+1 2k(a2k 1)
- 2k+1 o - 2k+1 _ - 2k+1 2k _ 2k
= a 1 Pt a 1 —a 1 (a (a®" +1)
n 72k+1 2k n 2k+1 2k 2n+1 1
= —|— - = — — = — I —|—
= a2t -1 (a2 - 1) = att -1 (a2 —1) a2 -1 a-1

Donde hemos usado la propiedad telescépica de las sumatorias y varios trucos sucios para armar la
telescopica, en particular usamos que 2% = 28+ — 2k (el cual es un buen truco, :P).



