Algunos Ejercicios Resueltos de Malla para C2.

Algo mas sobre Teoria de Grupos: los Subgrupos Normales.
Sea (G,*) un grupo.
Definicién: Definimos para g € Gy H C G los siguientes conjuntos:

gxH={gxh:heH}

Hxg={hxg:he H}

Los cuales son llamados traslacién por la izquierda (respectivamente traslacién por la derecha) de H en g.

Definicién: H se dice subgrupo normal si H es subgrupo y se cumple, Vg € G, la siguiente igualdad de
conjuntos:

gxH =H xg.

Obs: Notar que todo subgrupo de un grupo Abeliano es subgrupo normal.

Problema 1.

a) Dado H subgrupo de G, definimos la siguiente relacién en G:
r=py<s=axxy ‘€H
Demuestre que =g es relaciéon de equivalencia.
b) Sea H C G subgrupo normal de G.
b.1) Pruebe que * es compatible con =g, es decir, que
T1=EH YL NT2 = Yo = T1 * T2 =H Y1 * Y2.

b.2) Muestre que [z]=,, ={g € G:3h € H tq g = h*z}. Concluya que [z]=,, = H*xz =z * H.
b.3) Se define en las clases de equivalencia de =g:
Probar que la operacién estd bien definida como una lci en G/H = {[z]z,, : z € G}.

b.4) Pruebe que (G/H,A) es un grupo (llamado grupo cuociente).
b.5) Probar que el neutro en (G/H,A) es H.



Solucion:

a) Se deja como buen ejercicio de relaciones y de estructuras algebraicas (Hacerlo!!!).
b)

b.1) Sean x1, y1, x2, Y2 € G tq:
T1=H Y1 NT2 =H Y2
@xl*yfleH /\xz*ygleH
Sx1 € Hxyy Naxo € Hxys
De la tltima equivalencia, como H es subgrupo normal, se tiene que H *xy; = y; * H, y por lo tanto:

1= N NTe=pg Yy v €y1xH Nxo € Hxys

Luego, la hipétesis nos dice que existen hy, hy € H tal que z1 = y1 * h1, y x2 = ho * ys.
Por otro lado, para ver que * es compatible necesitamos verificar que:

T1* T2 =H Y1 *Y2
& (v ra)* (y1xy2) ' €H

& (v1 % x2) € H * (Y1 % y2).
Basados en la tdltima equivalencia, nos gustaria ver que x1 * xo puede ser escrito como un elemento
en H * (y1 * y2). En efecto,
x1 % Tg = (Y1 * ha) * (ha * y2) = [y1 = (h1 * ho)] x Yo

Donde hemos usado la hipotesis sobre x1,¥y1, y que * es asociativa. Ahora, como hy * he € H, se
concluye que y; * (hy x he) € y1 * H, y entonces usando que H es subgrupo normal deducimos que
3h € H tq y1 * (h1 * ha) = h* y;. Con esto:

Ty xxy = (hxyy)*y2 = h* (y1 *y2)

& (x1 xx2) € H * (y1 * ya2).

Luego. hemos logrado probar que z1 * x2 =p y1 * y2, de donde se concluye que * es compatible con
=H-



b.2)

b.3)

b.4)

En efecto,

=, ={9€eG:2=pgt={9€G:g=pa}={geG:g€ Hxx} ={g € G:3h € Htqg= hxx}.

La igualdades de conjuntos que aparecen aqui son verdaderas pues todas las proposiciones que de-
finen los conjuntos involucrados son equivalentes. El resto de este ejercicio se deja propuesto facil
(Hacerlo!!) .

Primero hay que verificar que efectivamente, al operar 2 elementos , el resultado es tnico ( es decir
que la definicién de A nos da una funcién). Recordemos que los elementos en G/H son conjuntos.
Observando la definiciéon de A nos damos cuenta de que, via esta operacién, a el conjunto que contiene
a x operado con el conjunto que contienen a y le asignamos el conjunto que contiene a x * y. Luego,
podria ocurrir que si en lugar de x e y se tomaran otros elementos de cada conjunto se obtuviera
un resultado distinto... j;puede ocurrir esto?? afortunadamente, la respuesta es negativa, y la razén
es que x es compatible con =, pues ésta propiedad nos asegura que la clase de equivalencia de
[z * y]=, NO cambia si en vez de x ponemos algin elemento relacionado con x y/o en vez de y
ponemos algun elemento relacionado con y; en conclusién, no importa que elementos tomemos de
cada clase de equivalencia, la operacién A nos va a entregar siempre el mismo resultado, osea, es una
funcién.

Para finalizar, debemos probar que A nos entrega como resultado un elemento en G/H, pero esto es
trivial de la definicién.

En conclusién, A es una lci en G/H.

Asociatividad. Sean [x]=,,, [y]=,V[?]=, € G/H, veamos:
[l=n A (Wl=n DlE)=y) = 2= D (Y * 2)]=y) = [25 (¥ + 2)]=p

= [(wxy)* 2=y = (2 xy)l=y) Dlzl=y = ([#l=p Dlyl=y) Dlz)=s

Usamos que la operacién * era asociativa en G.

Existencia del neutro. Tenemos que buscar un elemento en G/H que pueda ser el neutro, jcémo
lo hacemos? lo que se hace por lo general es observar cémo esté definida la operacién para la cual
queremos el neutro; esto nos va a ser de ayuda para que podamos identificar y/o encontrar al neutro.
En nuestro caso observamos que A esta definida a partir de la operacién *; estudiando la forma en
que esta definida se nos ocurre que lo més probable es que el neutro para A sea [e]=,,, donde estamos
denotando e al neutro para x en G. Una vez que ya tenemos elegido a nuestro posible candidato
debemos verificar que ES el neutro, vedmoslo a continuacién, sea [z]=,, € G/H:

Anilogamente,

o
i

HA[x]:H = [6* x]EH = [.’E]—

Con lo anterior hemos comprobado que [e]=,, es el neutro para A en G/H.



Existencia de los inversos. Analogo a la parte anterior, es decir, hay que observar como estd defini-
da A para poder encontrar a los inversos de elementos en G/H.

b.5) Usemos que [z]=,, = H * x, lo que fue demostrado en la parte b.2 de este problema.

le]lz, =H+xe=H

Queda de tarea verificar, usando que e es el neutro en (G,x*), que efectivamente se cumple que
H xe = H (HINT: ver la igualdad como igualdad de conjuntos...).

Propuesto (NO facil).
Sea H subgrupo de (G,*). Demostrar que las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) H es subgrupo normal de (G,x).

11

i) (VgeG)(Vhe H)gxh+xgteH

)
)
iii) (VgeG)gxH*xg ' =H
)
)

v

(Vg S G)(Vhl S H)(th S H) tqg*hl = hy * g.

v) * es compatible con =p.

Mas Ejercicios Resueltos o Semi-Resueltos.

Problema 2.
Sea (G, *) grupo, y H subgrupo de G.
a) Pruebe que si g € H entonces g« H = H*g= H.
b) Sean a y b € G, muestre que ax HNbxH# () < axH =bx H.

Solucion:

a) Una de las igualdades que aqui aparecen fue hecha en clase auxiliar, la otra es totalmente andloga. (HINT:
la igualdad se demuestra via una doble inclusién).

b) (<) Basta probar que Va € G a* H # (). En efecto, a € a* H, pues el elemento neutro e de G estd en H,
0 sea tenemos a = axe € a* H.

Finalmente, sabemos que VA conjunto no vacio, ANA # (), de donde se concluye que ax HNbx H # (.



(=) Por hipdtesis Ih,, hy € H tal que a * h, = b* hy, usemos este hecho para probar que ax H = bx* H.

Veamos primero que axH C bx H: sea x € ax H, entonces x = axh para algin h € H. Por la hipétesis
y usando que G es grupo ( en particular existe el inverso para todo elemento en G), podemos escribir
a = (bx hy) * h;t. Con esto obtenemos:

w=[bxhy)xh; U xh =[x (hyxh; )] xh=0bx[(hy*h,")*h]

Donde hemos usado la asociatividad de *. Recordando que H es subgrupo podemos decir que
(hy * h; ') x h € H, y en conclusién, por las igualdades anteriores, hemos logrado escribir 2 como un
elemento de b * H, luego, x € b* H. Esto prueba que a * H C bx H. La otra inclusion es anéloga.

Finalmente, estas dos inclusiones prueban la igualdad pedida.

Problema 3.

Sean m, n, r e Ntqr <m, r <n . Caleule >, _o (7)(,":)-
HINT: usar el teorema del binomio y que (1+ z)™(1 + z)"* = (1 + z)™*™.

Solucion:

Como r < m, r < n podemos interpretar a Zk 0 (Z)( ) como el coeficiente que acompana a z" en la
siguiente multiplicacién de binomios (1 4+ 2)™(1 + )™ (porque???).

Por otro lado, usando teorema del binomio sabemos que el coeficiente que acompana a x" en la potencia

de binomio (14 z)™ " es (™1™).

Luego, puesto que (1 4+ x)™(1+2)" = (1 + 2)™"™, el coeficiente que acompaiia a 2" en ambos productos
debe ser el mismo, razén por la cual se concluye que:

(") - (")

Queda propuesto como buen ejercicio, el identificar a que suma corresponde el coeficiente (m:r”) cuando
no se cumple que r < m, r < n.

Problema 4.
Sean p y q dos reales no negativos tal que p + ¢ = 1. Calcule Zk 0 ( )pk n=kp2,

Solucién: Sélo daremos el HINT. Usar el Teorema del Binomio y que k2 = k(k — 1) + k.



Problema 5.
2k

Dados a € Ry n € N, calcule > _, PR

Solucién: Veremos el caso |a| # 1, el otro caso queda propuesto.

n

Z ok B i Qk(a2’“ o 1) B i (2k+1 _ Qk)(a?“ N 1) B n 2k+1a2’“ _ok+1 _ 2ka2’“ 4 9ok

2k+1 - 2k+1 2k+1 2k+1
k=0 ¢ k=0 ¢ 1 k=0 a 1 k=0 a 1
B z”: okt 4 9k(242" — 02" 4 1) z”: 2kl L9k (g2" 1) z": —gk+1 2k (a2 +1)
_k:O a1 _k:O a2t -1 _i:oa%+l 1 (a2 = 1)(a® +1)
_ n _2k+1 N 2k B n 2k+1 2k _ 2n+1 N 1
B e -1 (o - 1) B a1 (a® - 1) e -1 a-1

Donde hemos usado la propiedad telescopica de las sumatorias y varios trucos sucios para armar la telescopi-
ca, en particular usamos que 2 = 2¥+1 — 2k (‘¢] cual es un buen truco, :P).

The End

Diego A. Moran R.



