Soluciones problemas impares semana 10

23 de mayo de 2007

Problema 1 Sea p, = %(1 + (—=1)™). Calcular lim %

Solucion:

Primero nos damos cuenta que:

1 sin espar
Hn = . .
0 sin esimpar

Ahora, para determinar el limite, tenemos que estudiar el comportamiento de > | p;.
Por cada i par que hay en la suma, sumamos 1. Si n es par, entonces 3 veces i es par. Si n es impar,
entonces L%J = ”7_1 veces i es par, donde |-| es la funcién parte entera. Lo que quiero decir es, hay
L%J numeros pares entre 1 y n. Luego, en cualquier caso, se cumple:

Luego por sandwich concluimos que lim w =1

Problema 3 Sea (h,) con h, >0y (ﬁ) — 0. Demuestre que lim m = 0.
Solucién:

Como h,, > 0 > —1 por la desigualdad de Bernoulli se tiene que (1+h,)™ > 1+nh,,, para todon € N
donde h,, este definida (que suponemos, son todos, salvo una cantidad finita). Luego,
1 1 1
< < < —
~ (1+hy)™ ~ 14 nh, ~ nh,

Como ——

— 0, cuando n — oo, concluimos por sandwich que lfim —— = 0.
nhy, (14+hy)



Problema 5 Sea (u,) una sucesién creciente. Probar que la sucesién definida por v, = %(ul + -+ up,) es
creciente.

Solucioén:

Como (uy,) es creciente, se tiene que:

Up < Upy
Up—1 S Upn+1
Uy < Upyl

Sumando estas desigualdades, tenemos que uj + -+ + up, < Nupgq. Sumando n(ug + -+ + uy,) a la
desigualdad, factorizando por u; + - - - + u,, el lado izquierdo y por n el derecho, se obtiene

(n+D(ur+-+up) < nlug 4+ Uy + Upyr)
1 1
E(u1+~~~+un) < n+1(u1+~--+un+un+1)
Un S Un+41
Por lo tanto, (v,) es creciente.
Problema 7 Sea u1 =a y tupt1 = ab;if% con 0 < a < b. Muestre que (u,,) es acostada, que es convergente

y calcule su limite.

Solucion:

Acotada: Por induccién, veamos que u,, < b Vn € N. Claramente u; < b. Supongamos que para algin
n € N, u,, <by veamos que efectivamente u,4+1 < b.

Upt1 < b = uiHSbQ

Upt1 < b <= uZ,, < v’ (1)
sl
= ab® +ul <b* + ab?
“— ui < b2

= Uy < b (2)

Donde (1) y (2) son equivalencias pues u, > 0y b > 0. Ademds, (2) es verdad por hipétesis de
induccidn, luego (u,,) es acotada.



Convergente: Para esto, basta ver que es creciente, pues una sucesion creciente y acotada es conver-
gente. El razonamiento es parecido al anterior:

Up S Upy1 ui < u721+1 (3)
= au? +u? <ab® +u?
= au? < ab?
= Uy < b (4)

Donde (3) y (4) son equivalencias pues u, > 0 Vn € N. Ademads, (4) es verdad por que b es cota
superior de la sucesién, luego (u,,) es creciente y por lo tanto, convergente.

Limite: Llamemos ! = limu,, y notemos que [ > 0 pues u, > a > 0 Vn € N ya que es creciente y
u1 = a. Sabemos que lim u,, 11 = [, por el problema 6 de la semana 9.

Supongamos que es verdad que lim s, = s = 1im s2 = s2. Luego, lim uiﬂ = lfimu? = (2. Ahora,

2 2
limu?,, = h'm“ba%
2o ab? + 12 (5)
a+1
a?+1%2 = ab®+1?
? =
I = b (6)

Donde el lado derecho de (5) se obtiene del dlgebra de limites y (6) es porque [ > 0.

Para concluir veamos que lim s,, = s = lfim s2 =
2

ya que s2 — s% = (s, — 5)(s,, + 8), por algebra de limites se tiene que:

s2. Para esto basta ver que (s2 — s?) — 0. En efecto,

2

lim(s? — s%) = lim(s,, — s) - lim(s,, +5) = 0-25 = 0.



