Semana 4

P1. Por el vértice de la pardbola y?> = 42 se trazan dos rectas perpendiculares que cortan en P y
Q@ a la pardbola, P # Q. PQ corta al eje de simetria de la pardbola en R. Probar que el foco
divide al trazo OR en la razén 1 : 3.

Solucién
Ls
P
Lo
F R
Ly
Q
La expresién y? = 4z es la ecuacién de una parabola de eje horizontal con directriz D: z = —1,
foco F = (1,0) y vértice V = (0, 0). Para ver esto podemos reescribir la ecuacién como z = ﬁyQ

con p =1 y entonces

D:x=—
F = (p,0)
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o bien de la forma

r=ay’ +by+ec conaz%, b=0 yec=0

de modo que

pigoTlmA_-1-0_
4a 41
1-A b
F = ——)=(1
L)
A b
_(_Ea_%)_(oao)

Sabemos que L; y Lo cortan al eje OY en el origen O y que son perpendiculares.
Si Li:y = mz con m # 0 entonces Lo: y = —%:v. Para determinar R, necesitamos encontrar
primero Py Q.
P: es el punto de interseccién, distinto a 0, entre la parabolay Li. Asi, si P = (z},y;,) entonces
Yp = ma, y Yo = 4z, luego
dxy =mPel & ap(miPr,—4)=0
& 2,=0Va,="

=z

El caso 2, = 0 no interesa pues corresponde al origen O. Asi x, = % = Yp = % y por lo tanto
P= (52 m)

Q: Se obtiene de forma similar a lo anterior, con m reemplazado por — %, luego Q = (4m?, —4m).
R: Es la interseccion de la recta L3, que pasa por Py @, con el eje OX . La ecuacién punto-punto

de esa recta es

Yqg — Y
L3:y_yp::r2—x]:(x_wp)
de donde A ( ) ) A
m(m-+1
y——== 4 ( __2>
m m*—1 m

Si R = (zg,yr) entonces sabemos que yg = 0 y &g se encuentra haciendo y = 0 en la ultima
ecuacion.

Observacion: En la iltima ecuacién hemos supuesto implicitamente que m # 41 para que L3
sea oblicua. Si m = 1 entonces P = (4,4) y Q = (4, —4) de modo que L3 es vertical y ademés se
obtiene que R = (4,0) directamente. El caso m = —1 es similar. Esto justifica el caso m = £1
por separado.

Volvamos al caso m = 1. Haciendo y = 0 en la ecuacién para L3 se obtiene

x—+—4 m*—1 4 _4(m4—1)+4(m2+1)_4

m  +m(m2+1)  m? m* + m?




P2. Considere la elipse de ecuacién 2—24—%—2 = 1, encontrar el punto (zg,yo) € Ri tal que el rectangulo
inscrito en la elipse que tiene a (g, yo) como vértice y sus lados paralelos a los ejes de coordenadas
tiene area maxima. Nota: utilice las propiedades de parabolas para determinar el maximo.
Solucién

(550, yo)

De acuerdo a la figura se tiene que el area del rectangulo inscrito es
A(zo,y0) = 4x0yo (1)
y como (g, yo) pertenece a la elipse se satisface la relacién
¥§ b

despejando yo en funcién de xo desde (2);

2

x
yozib\/l—a—g (3)
7
Yo="> 1—¥

entonces reemplazando en (1) se obtiene;

A(IQ) = 4b$0\/ 1-— %

2
X
A% (xg) = 16b%23(1 — a—g)

pero (zo,yo0) € R%, luego
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P3.

ahora si usamos la variable auxiliar u = x3 se tiene que

2 2 u
A% (u) = 16b°u(1 — ﬁ) (5)
la cual corresponde a una parabola invertida, cuyo maximo se encuentra en el vértice, luego las
coordenadas del vértice son

V = (=, 4b%a?)
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: 2\ _ _ a? _ _a _ b
es decir (7§) = Umas = % de donde zp = By usando (4) se concluye que (g, yo) = (ﬁ’ ﬁ>
Observacion: Notar que aca se maximizé el cuadrado del drea del rectangulo inscrito en la
elipse, pero maximizar una cantidad positiva es lo mismo que maximizar su cuadrado.

Para la hipérbola i—i - ‘Z—j = 1 demostrar que AP - PB = a?, donde P es un punto sobre la
hipérbola y A y B son las intersecciones de una recta que pasa por P paralela al eje X, con las
asintotas de la hipérbola.

Solucién

Ne | o/

Sea P = (xg,yo) un punto sobre la hipérbola, entonces x e yo satisfacen la siguiente relacién:

Wy
a? b2

: 2

Recordemos que la hipérbola Z—z — #7 = 1 tiene asintotas de ecuaciones y = :l:%x.
Determinemos A y B: La recta que pasa por P = (x¢,yo) paralela al eje X, tiene ecuacién y = yq
y como A es la interseccion de esta recta con una de las asintotas debe cumplir

Y =Yo
b

y=-r
a



asi A = (%, yo), donde hemos supuesto sin pérdida de generalidad que o > 0. Andlogamente
se obtiene que B = (=%, o).
Por lo tanto

a a
dap Z\/(»’Co - 3y0)2 + (Yo — ¥0)? = |xo — Eyol

a a
dpp Z\/(wo + EyO)Q + (Yo — ¥0)? = |0 + Eyol
y entonces

a a
dap - dpp =|xo — 5y0||$0 + 5y0|
2

a
:|$3 - b—2y5|

_a2|x_%_y_g|
2 b2

P4. Considere la hipérbola de ecuacién Z_z — ‘z—j =1y un punto P = (z9,yo) cualquiera de ella. La

recta normal a la hipérbola por P corta al eje OX en A y al eje OY en B. Demuestre que P
divide al trazo AB en una razén constante.
Solucién

N4

Recordemos que la ecuacion de la recta tangente a una hipérbola en el punto (zg,yo) es

TZo YYo
! (6)



P5.

que se puede escribir como

B bxor b2
ayo Yo
es decir la pendiente de la recta tangente a la hipérbola es m; = 2222‘; y asi la pendiente de la
2
recta normal es mo = — 22;’3. Por lo tanto la ecuacién de la recta normal es
2
a~Yo
—Yyo=—5—(—1x 7
Y—%Yo 52560( 0) (7)

Ahora debemos encontrar A y B:
A: A es la interseccién de la recta normal con el eje OX, es decir satisface la ecuacién (7) con

y = 0, de donde se obtiene A = (zg + P 0).

a?
B: B es la interseccién de la recta normal con el eje OY, es decir satisface la ecuacién (7) con

x = 0, de donde se obtiene B = (0,yo + “25’0).
Entonces

By (zo— (w0 + L20))% + (yo — 0)2

a2

dbp (w0 — 0)2 + (yo — (yo + SH°))2
_ f b4x(2) + a4y§
a* b4ad + aty?
b4

at

por lo tanto P divide al trazo AB en una razén constante.

Considere una parabola y una recta L que pasa por el foco de ésta. Escoja la posicién de la
parabola que mas le convenga, por ejemplo con directriz vertical o bien horizontal, con el vértice
en el origen o bien el foco en el origen. Suponga que L es no vertical de pendiente m y que no
es paralela al eje de simetria de la pardbola. Denotemos por p > 0 la distancia entre el foco y el
vértice de la parabola.

a
b

C

) Escriba en términos de p y m una ecuacién para la pardbola y una para L.

) Calcule los dos puntos de intersecciéon P y @ de L con la pardbola en funcién de p y m.
) Encuentre el punto medio A del segmento PQ.

d) Pruebe que dist(A, P) = dist(A, D) donde D es la recta directriz de la pardbola.

e) Pruebe que las rectas tangentes a la pardbola en los puntos P y @ son perpendiculares.

Solucién



Sean F', V' y D el foco, el vértice y la directriz de la pardbola respectivamente. Escojamos la
parabola como en la figura, es decir con el foco F en el origen de coordenadas y el vértice V a
una distancia p desde el origen, luego

Vv :(07 _p)
F =(0,0)

(a) La ecuacién de una pardbola vertical de foco (0,p) es y = %, y trasladando el foco al origen
se obtiene la ecuacién de nuestra parabola

2

yZE—p

y la ecuacion de la recta es y = ma.
(b) Para encontrar los puntos de interseccién Py @ de L con la pardbola debemos resolver el

siguiente sistema

Yy =mz

2

Y :@ -Dp
reemplazando la primera en la segunda ecuacién, se obtiene la ecuacién de segundo grado:
2
x
——mx—p=20
4p p

cuyas soluciones son:

(zg,yq) = (2(m +vVm2+1p,2(m+ vVm?+ l)pm)
(xp,yp) = (2(m —vm?2+ 1p,2(m — vVm?+ l)pm)



(c)

(d)

Sea A el punto medio del segmento PQ, entonces

A= (vayQ)+ (‘TvaP)

dado que la parabola es vertical, la directriz es una recta horizontal y la distancia entre
ésta y el foco es P, entonces la directriz tiene ecuacién D : y = —2p, por lo tanto

dist(A, D) = 2m?p — (—2p) = 2m?p + 2p = 2p(m* + 1)

y por otra lado

dist(A, P) :\/(2mp —2(m—vm2+ 1)p)2 + (2m2p —2(m —vm2+ 1)pm)2

=/4(m?2 + 1)p?m?2 + 4(m?2 + 1)p>m?
=\/4p2(m* + m22 + 1)
=2p(m* +1)

por lo tanto dist(A, P) = dist(4, D).

la recta tangente a una pardbola de ecuacién y = % — p en el punto (a, B) (ver apunte)
estd dada por
+
za = 429(u +p)

2
que se puede escribir como:

(6]
y:%x—@p—i—ﬁ)

es decir la recta tangente posee pendiente m; = % luego la pendiente de la recta tangente
que pasa por P, digamos mp, es

mp=(m+vm2+1)

y para @, es
mg = (m—+vm?+1)

mp-mg=(m+yvm2+1)(m—-—vm?+1)=-1

y por lo tanto las rectas tangentes a la parabola en P y ) son perpendiculares.

asi

P6. Dada la recta L: y = kx y los puntos A = (a,0) y B = (,0), se toma un punto cualquiera P
sobre L y su simétrico @) con respecto al origen. Las rectas PA y QB se cortan en un punto M.
Determinar el lugar geométrico de M cuando el punto P se desplaza sobre L.

Solucién



Sea P = (xq, kxo) , entonces Q = (—xo, —kxo).
Escribamos la ecuacién de la recta que pasa por PA:

kxog—0
y—O:L(:E—a)
o —a
lo mismo para QB:
—k{EO_O
—0=——(x—-0
y _xo_b(iv )

donde hemos supuesto que zg # a y xg # —b.
M es la interseccion es la solucién del sistema

kxo
v=o —(z—qa)
kxo
= -b
Y .’L‘Q—l—b(gj )

supongamos que xg #* 0, entonces el sistema anterior se puede escribir como

y(1 - x%) —k(z — a)
y(1+ x—bJ —k(z —b)

multiplicando la primera ecuacién por b, la segunda por a y sumando
yla+b) =bk(x — a) + ak(z —b)
que es la ecuacién de una recta.

. Considere la ecuacién de la hipérbola Z—z — z—j = 1. Encuentre el lugar geométrico de los puntos
medios de los trazos V@, donde V es el vértice izquierdo de la hipérbola y ) un punto cualquiera
de ella.

Solucién



Sea M = (xam,ym) €l punto medio de los trazos VQ. Sea Q = (xg,y¢o) un punto sobre la
hipérbola y sea V' el vértice izquierdo de la hipérbola, entonces V = (—a, 0).

M es el punto medio de los trazos V@, luego M = V;Q, es decir
TQ —a
T M :—Q2
Y
YMm 2762
despejando zg e yg
rQ =2xpm +a
YQ =2ym

dividiendo la primera por a y la segunda por b, elevando al cuadrado y restado las ecuaciones
se obtiene: ) )
To Yo _ Remta)?  (2ym)’

a? b2 a? b2

pero @ es un punto sobre la hipérbola, luego satisface su ecuacién y por lo tanto

Yy L= Qo+ a)® | 2yn)?

a? b2 a? b2

de donde
(2zar +a)?  (2ynm)?
a? + b2

(o) () -
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reescribiendo esta ecuacién



que corresponde a la ecuacién de una hipérbola de semiejes a/2 y b/2 y centro (—a,0). Por lo
tanto el lugar geométrico es una hipérbola.
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