Semana 3

P1. Dado el punto P de coordenadas (a,b) y la recta L de ecuacién y = mz, determinar la ecuacién
de la recta que pasa por P y tal que el trazo que queda determinado por la interseccién de ella
con los ejes, queda dimidiado por L.

Solucién
Yy
L:y=mx
Q
P = (a,b)
S
R
T
LI

Sea my la pendiente de L', como (a,b) € L', se tiene que
(y—b)=mp(xr—a)
Calculemos ahora las coordenadas de @ y de R.

x=0 y=b—mpa Q= (0,b—mpa)

y=0 z=a— -2 R=(a—-2,0)

my,, mL/’



P2.

Calculemos S:
S esta sobre L y L', luego debe satisfacer:

Resolviendo este sistema se encuentra que

S — (b—mya mb—mL/a

'I’n_’l’nL/7 m — mrp.

Ahora si L dimidia a QR, necesariamente S sera el punto medio de Q R. entonces

+ R
QT =5
luego
(0.0 = 1) + (o = ——,0) = 2 L
igualando coordenadas se obtiene que my, = —m y asi finalmente

L':(y—0b)=—-m(z—a).

Un tridngulo ABC isdsceles (AC = BC') y rectangulo en C, varia de tal manera que su vértice A
permanece fijo en el origen del sistema de coordenadas y su vértice B se mueve sobre la recta de
ecuacion x = a. Determinar la ecuacion del lugar geométrico que recorre el punto C' y reconocer
la figura que describe.

Solucién

Consideremos los puntos A = (0,0), B = (a,ys), C = (2¢, y.). Como el tridngulo es isdsceles se
tiene que AC = BC, luego

(zc — 0)2 + (Ye — 0)2 = (zc — Q)Q + (Ye — yb)z- (1)



Por otro lado AC L BC, entonces si mac y mpc son las pendientes de las rectas que pasan
por AC y BC respectivamente, debe tenerse que

mac - mpc = —1.
Yy
_Ye—0 oy
mac = =—
z.—0 2.
Ye — Yo
mpc =
Te—a
por lo tanto
Ze(ze — a)

elevando (2) al cuadrado y reemplazando en (1) se obtiene

1'2

.I'i +y§ = (e — a)2 + _;(xc - a)2
Ye
ys = (zc —a)?
y asi
Ye = (e — a)
Ye = —(2c — a)

es decir el lugar geométrico que recorre el punto C, son dos rectas perpendiculares.

. Dados el punto P = (a,b) y la recta L : y = mux, se trazan PH perpendicular a OX y PK
perpendicular a L. Si D es el punto medio de OP y M es el punto medio de HK
Probar que DM es perpendicular a HK y DK = DH.

Solucion

y L:y=mzx
K
P =(a,b)
M
D
0] x
H




Sea K = (xo, myo), por hipdtesis tenemos que:

P=(ab) D=(55) M= (=m0

Probemos que DM 1 HK:

como PK 1 L se tiene que

por otro lado

entonces

2 0 2

=-1
o —a
mxo
MHK =
o —a
mxzo _ b
_ 2 —3 _Mmaz—a
= s e =
2 2 To

MK "MDM =

=-1
por lo tanto HK 1 DM.
Probemos ahora que DM = DH:
by
Yy
a
dhyc =
2
= z —
e,
4

T

= (5 - +(5 -0
a®> b?

1t

2

9 b
axo—|—x0—|—z

b2

4

— 3:0)2 + (9 — mxg)

2

2 2
— 4y — axg — bmzo + m-zg

2

2 2
— bmxzo + m-xy

2

por (3)



pero por (3) m(mzg — b) = —xo + a, entonces

9 a? b2
dhx = T + T + zo(zg — a) + zom(may — b)
a? b2
= Z—i—z—i—xo(m(mxo—b)—i—xo—a)
=0

a? b?
777
=dpy

por lo tanto DK = DH.

P4. Dos rectas variables L1 y Lo que pasan, respectivamente por dos puntos fijos A y B se cortan
perpendicularmente en el punto P. Determinar el lugar geométrico de P.
Solucién

Ly Ly
P
A B
Sean A = (a,b), B = (¢,d), luego
Li:y—b=mi(x —a) Lo:y—d=ma(x—c)
(i) six = a , entonces P = (a,b).
(ii) si « = ¢, entonces P = (¢, d).
(iii)siz £ayx#c
y—> y—d
my1 = mo =
T —a x—c
como L1 1 Lo se cumple que mq - my = —1, es decir
-b)(y—d
y-by-d4 _ )

(r—a)(x—c)



desarrollando esta ecuacién se obtiene

(b+d) .o (atec)o 2 2
R el L (R

que corresponde a una circunferencia de centro

b+d a+c
2 7 2

C=( )

y radio

r=+/(b—d)?+ (a—c)?

Observacién: Notar que C' es el punto medio entre Ay B,y r = dap.



