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P.1) El tridngulo ABC' de la figura es rectangulo en C'y tiene su circulo inscrito de radio R, centrado

en O.

Las bisectrices por los vértices A y B que pasan por O, cortan a los lados BC' y AC' en los
puntos P y () respectivamente.

B

Se desea demostrar que:

1 n 1
AQ BP R
para ello, usando los angulos auxiliares o y 3 de la figura, se pide realizar lo siguiente:

a) (1.0 ptos.) Encuentre una expresién para AO en términos de R y el 4ngulo a.

Solucién
Claramente R = AO sen o, por lo tanto A0 = Se]r?a ..................................... 1.0 ptos.

b) (2.0 ptos.) Encuentre una expresién para AQ en términos de AO, a 'y f3.

Solucion

Usando el teorema del seno en el tridngulo AOQ de angulos o, 5 + 8y § — (a + 3) se

BLEIIE U .. e

........................................................................................

Es decir:




1
c) (1.0 ptos.) Usando las partes anteriores, calcule Vo términos de R, o y (.

Solucion

Juntando los resultados anteriores se tiene que:
1 cos 3

1
A0 A0 cos(a+ f3)
1 sen « cos 3
R cos(a+ )

........................................................................................

1
d) (2.0 ptos.) Siga el procedimiento andlogo para encontrar 5P en términos de R, a y Oy

deducir la propiedad buscada.

Solucion

1
La fraccién Bp se obtiene del calculo anterior, intercambiando los roles de o y 3, luego:

11 cos asen (3
BP R cos(a+pf)

........................................................................................

Sumando ambas expresiones tenemos

i_{_i_l'sen(a—i—ﬁ) tan(a + 3)
AQ BP R cos(a+p) R

........................................................................................

Finalmente, como en el tridngulo ABC' se tiene que 2a + 28 + § = 7, se deduce que

a+ 3 =7y luego tan(a + ) = 1. Con esto se concluye. ..................oooiii.... 0.5 ptos.




P.2) a) Considere el conjunto A = {HLH :n e N*U {0}}

a.l) (1.5 ptos.) Encuentre, si es que existen, todas las cotas inferiores de A, min(A) y sup(A).
Justifique sus resultados.

Solucién

Claramente se tiene que Vn € Nn > 0, luego Vn € N 25 > 0. Es decir, 0 es cota inferior

Q0 Ar oo
Ademds, para n = 0 la fraccién 5 vale 0. Esdecir 0 € A ... 0.3 ptos.
Comn esto: 0 = MIN A ..o e

Esto implica que 0 = inf A y ademads, las cotas inferiores de A son todos los reales en

(00,01, e

a.2) (1.5 ptos.) Demuestre, usando la propiedad arquimediana en forma apropiada, que
sup(A) = 1.

Solucion

Claramente se tiene que Vn € Nn < n + 1, luego Vn € N nLH < 1. Es decir, 1 es cota

SUPETIOT € AL ottt e e e e e e e

Para probar que 1 es el supremo de A debemos probar que los ntimeros inferiores a 1 no

SOM COLA SUPETIOT. ...ttt ettt ettt e e ettt et ettt e e 0.2 ptos.
Esdeci: PD.Q: Ve >0, In €N 5 >1—c .o 0.3 ptos.

Sin embargo, la expresién ;%5 > 1 — ¢ es equivalente a £ - (n + 1) > 1.

Luego lo que debemos demostrar es: P.D.Q: Ve >0, IneNe-(n+1)>1 ............. 0.2 ptos.

Usando la propiedad arquimediana sabemos que Ve > 0, existe ng € N tal que € -ng > 1. | 0.3 ptos.

Por lo tanto, tomando dicho ng se tiene que e-(ng+1) > £-ng > 1, con lo cual la propiedad

que queriamos demostrar €s Clerta PaATA 70 = 710. « v vttt ettt 0.2 ptos.




b) (3.0 ptos.) Considere dos conjuntos V, W C R no vacios tales que:
VeeV, YVyeW x4y <O.

Demuestre que ambos conjuntos son acotados superiormente y que ademas
sup(V') +sup(W) < 0.

Solucion

Usando el dato del problema se tiene que:
VxEV{VyGW y<—x}.

La expresién entre llaves (o sea {Vy € W y < —=z}) implica que el real —x es cota

superior del conjunto V. ... e 0.5 ptos.
Por lo tanto, W es acotado superiormente, .............. ..ot 0.5 ptos.
en virtud del axioma del supremo W tiene supremo ............. ... ... 0.5 ptos.

y la cota —x debe ser mayor o igual a dicho supremo.

Por lo tanto

........................................................................................

Esto ultimo se puede reescribir como
Ve eV o < —sup(W)

........................................................................................

Esta expresién implica que el real —sup(W) es cota superior del conjunto V. ........... 0.2 ptos.

Por lo tanto, V' es acotado superiormente, ...............o.iiiiiiiiiiii i 0.2 ptos.
en virtud del axioma del supremo V tiene supremo ........... ... ... .. 0.2 ptos.

y la cota —sup(W') debe ser mayor o igual a dicho supremo.

Por lo tanto

........................................................................................

que corresponde, salvo despeje elemental, a la desigualdad pedida.




