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Problema 1. Suponga que todos los nodos de un grafo G tiene grado estrictamente
mayor que uno. Pruebe que G contiene al menos un ciclo.

OBS: Notemos que esta fue la propiedad que usamos en la clase auxiliar 1 para garan-
tizar la existencia de un ciclo en uno de los pasos del algoritmo de la parte a) del
problema.

Solucion:

A continuacién describiremos un algoritmo disenado para encontrar un ciclo en el grafo
G, lo que nos permitird probar la propiedad:

ALGORITMO

Inicializacién: vy € N cualquiera, V = {vo} conjunto de nodos visitados, P = vy
camino auxiliar, C' = () para guardar el ciclo, u = vy variable auxiliar.

(1) Elegir un nodo w tal que (u,w) o (w,u) € A.
(2) Siw¢gV
» actualizar P = Pw, u=w, V =V U {w}. Volver a (1).
En caso contrario

» hacer C' = wugyy...vppw (estamos suponiendo que P tiene la forma P =
VUL -+ - Vk—1 WUk - - . Vg ). Detener el algoritmo.

Salida: entrega el ciclo C' y/o avisa de que efectivamente G posee un ciclo.

Lo que hace el algoritmo es, partiendo de un nodo arbitrario, recorre el grafo, con-
struyendo un camino, hasta dar con nodo que ya haya aparecido antes, cuando esto
ocurre podemos identificar un ciclo dentro del camino construido, méas atn identifi-
camos un ciclo en G.

Hasta el momento nos hemos convencido de que la idea del algoritmo es buena, pero
debemos argumentar cada paso del algoritmo. El paso (1) es siempre posible de hacer,
es decir sin importar el nodo u siempre podemos encontrar el w que se pide, pues por



hipotesis todos los nodos de G tienen grado estrictamente mayor que 1, por lo tanto
cada nodo tiene arcos asociados. En el paso (2) no hay nada que argumentar, dado
que son simplemente actualizaciones de las variables.

Problema 2.

(a) Muestre que todo arbol (ie grafo conezo y aciclico) con al menos 2 nodos posee al
menos 2 nodos con grado 1.

(b) Pruebe que un grafo es un arbol si y sélo si es conexo y el ntimero de arcos es uno
menos que el nimero de nodos.

Solucion:

(a) Hay varias formas de hacer este problema, en particular se puede proponer una idea
similar a la respuesta de la pregunta 1. Nosotros la haremos truculentamente, con
una idea sugerida por un compainiero del DIM que habia tomado el curso MA606
TEORIA DE GRAFOS.

Usaremos la nocion de Ruta Mazimal en un grafo. Una Ruta Mazimal es una
ruta en el grafo que no estd incluida en ninguna otra ruta del grafo, o en otras
palabras, es una ruta que no se puede extender. En un grafo pueden haber muchas
rutas maximales. OBS: una ruta maximal no necesariamante es la ruta més larga
del grafo, son nociones distintas. Uno siempre puede decir que una ruta de largo
maximo es una ruta maximal, pero no al revés (;por qué?).

Volvamos al problema. Lo primero que podemos decir es que efectivamente el
arbol que estamos considerando tiene al menos una ruta maximal ya que, por ser
conexo, el grafo posee rutas (podria no tenerlas) y ademas, como los grafos poseen
una cantidad finita de nodos y arcos, no puede ser que encontremos una ruta que
se pueda extender ”infinitamente”. Podemos decir entonces que tenemos Pp; una
ruta maximal con

Py = vivov3...0p

Puesto que el arbol posee al menos 2 nodos y es un grafo aciclico podemos concluir
que v1 # vp. Como los nodos vy, v, estan en la ruta Py entonces grado(vi), grado(vy,) >
1. Por otro lado, si grado(vi) o grado(v,) > 1 entonces la ruta Pys se podria exten-
der, lo que es una contradiccién con el hecho de que Pj; es maximal. Asi, podemos
concluir que grado(v1), grado(v,) =1y como v # v, el drbol posee al menos 2
nodos con grado 1.



(b) PROPUESTO. Aunque daremos algunas indicaciones:

» Primero, para facilitarle el asunto, hagalo como una doble implicancia (= y
<=).

= Dem. que conexo = |A| > |N|—1. Para esto, desde un nodo fijo vg encuentre
los caminos a los demds |[N| — 1 nodos y a cada camino asociele un arco
distinto. Concluya.

» Dem. que aciclico = |A| < |N|— 1. Hagalo por induccién en n = [N|. Para
el paso inductivo, elija un arco arbitrario uv y con esto separe el grafo com-
pleto en 2 subgrafos. Cuente los arcos basado en lo anterior y en la hipétesis
inductiva.

Problema 3. Considere la siguiente variacién del problema de flujo de costo minimo:

min E CLij xij

(i,5)eA

VieN < Z Tyj — Z Zji < S
{7:(.5)€A} {5:(4,))e A}
V(i,j) € A by < xij <

Muestre que el problema puede ser convertido a la forma standard del problema de
flujo de costo minimo mediante la adicién de un nodo extra K y arcos (K,i) desde
este nodo a todos los nodos i € N/, con cotas para el flujo dadas por 0y §; — s;.

Solucién:
Pensemos que la restricciéon
Vie N 5, < Z Tij — Z T <5s;
{5:(i,5) €A} {3:G1)eA}
la podemos escribir de la siguiente manera
Vie N Z Tij — Z Tj; = 0;
{7:(i.5)eA} {5:(GG.1)e A}
con ¢; € [s;, S|
Es decir, hemos cambiado las restricciones con desigualdades a una sélo de igualdad,

pero pagando el precio de crear una variable adicional §;, con sus respectivas restric-
ciones.



Haciendo un cambio de variable ¢; = §; — s;, con ¢; € [0,5; — s;] y restando, nos queda
Vie N Z Tij — Z Tj; — € = S
{7:(i,5)€ A} {3:(45)€ A}

Mirando el signo de ¢; (negativo) vemos que nos gustaria incluirlo en una de las suma-
torias (la con signo negativo), pero para incluirlo debemos asociarle un nodo, pues la
suma contiene sélo términos de la forma xj; con j : (j,¢) € A.

Asi, debemos agregar al grafo un nodo ficticio K y arcos (K,i), i € N'y renombrar
la variable &; = zk;. Entonces podemos crear un nuevo grafo G’ definiendo A" =
AU{(K,i)}, NV = N UK con esto la restriccién se puede escribir "legalmente” como:

Vie N Y- Y, wmi=s
{5:(3,5)€ A’} {7:(4,))e A’}

Recordando la restriccién sobre ¢; obtenemos:

0<zg;i <5 —s

24
Por otro lado
Z Z Tij — Z xj; = 0 (porqué?)
iEN {j:(i,5) €A} {5:(Gi)eA}
luego,
D THi==) s
ieN ieN
Y en el nuevo grafo G’ = (A’, ) se puede escribir el problema de flujo a costo minimo:

min E Q5 Tij

(i,5)eA

Vie N Y- Y, wmi=s

{7:(4.5)e A’} {7:(4,9)e A’}
Z TKi = — Z S;
ieEN ieN

V(i,j)e A by <z <cyj

Vie N 0<zK; <5 —s5;



Luego, hemos logrado, paso por paso, formular el problema anterior como uno de flujo a
costo minimo standard. Una de las lecciones que uno puede aprender con esta solucién
es que agregar nodos ficticios nos permite crear variables que afecten convenientemente
las ecuaciones de divergencia. Esto nos puede ser de utilidad para futuros problemas
de modelamiento.

Para terminar el problema soélo nos falta demostrar que ambas formulaciones son equiv-
alentes, en el sentido, de que desde la solucién éptima de una de las formulaciones
podemos recuperar la solucién éptima de la otra. Esta parte del problema, no es
dificil, pero queda PROPUESTA, a pesar que no es menos importante que lo ya re-
suelto.

The End



