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Profesor de catedra: Cristian Cortés, Daniel Espinoza.
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Problema 1. Considere el problema de k-coloreo, el cual consiste colorear, con alguno

de

k colores dados, cada uno de los nodos de un grafo de tal manera que para todo

arco (i, 7), los nodos i y j no posean el mismo color.

(a)

Suponga que queremos elegir los colores de los paises en un mapa del mundo de tal
manera que ningun par de paises adyacentes posea el mismo color. Muestre que si
el niimero de colores disponibles es k, el problema puede ser formulado como un
k-coloreo.

Pruebe que el problema de k-coloreo tiene solucion si y sélo si el conjunto de los
nodos puede ser particionado en k o menos subconjuntos disjuntos tal que ningin
arco conecta 2 nodos pertenecientes al mismo subconjunto.

Demuestre que, cuando el grafo es un drbol, el problema de 2-coloreo posee solucién.
HINT: Primero coloree un nodo cualquiera 7 y luego coloree el resto de los nodos
basados en su “distancia” a i.

Muestre que si cada nodo posee a lo més k — 1 vecinos, entonces el problema de
k-coloreo posee solucion.

Problema 2.

a)

En nuestra discusién acerca de algoritmos de rutas minimas, a menudo asumimos
que la red no contiene arcos paralelos (es decir, no existen multiples arcos con
los mismos nodos cabeza y cola). {Cémo resolveria usted un problemas de rutas
minimas en una red con arcos paralelos?

Demuestre que en el problema de rutas minimas, si el largo de algtin arco decrece
en k unidades, la distancia minima entre cualquier par de nodos decrece a lo mas
en k unidades.

Problema 3.

1. Considere el problema de flujo a costo minimo con las restricciones adicionales de

que la cantidad total de flujo saliente de cada nodo ¢ debe pertenecer al intervalo

[li, u;], es decir,



L< > mi<u

{7:(4.5)e A}

Formule este problema como uno de flujo a costo minimo standard, separando cada
nodo en 2 nodos y agregando un arco que los conecte.

2. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando breve-
mente su respuesta.

I. Si todos los arcos de una red tienen costo diferente, es decir, ¥(i,7) # (I, k)
sse tiene a;; # aj , entonces la red posee un tnico arbol de rutas minimas
partiendo desde un nodo arbitrario.

II. En una red dirigida con arcos de largo positivo, si eliminamos la direccién de
cada arco (resultando en una red no dirigida), las distancias de ruta minima
no cambiaran.

ITI. Entre todas las rutas minimas en una red, el algoritmo de Dijkstra siempre
encuentra la ruta minima conteniendo el minimo ntmero de arcos posible.

Problema 4.

a) (3 ptos.) Considere una red con un origen s y un destino ¢. Se desea encontrar k
rutas desde s a t de forma que no compartan nodos, salvo los extremos, y tales que
la suma de los costos de las k rutas sea minima. Formule este problema como un
problema de flujo a costo minimo. Indicacién: reemplace cada nodo i € N\ {s,t}
por dos nodos conectados de forma adecuada.

b) (3 ptos.) Recuerde que el Problema de Asignacion se puede formular de la siguiente
manera:

max E aija:ij

(3,7)€A

s.a.

Z I‘Z'j:L Vizl,...,n
{:(ig)eA}

Yo ay=1, Vji=1,...,n



Formule el dual del problema anterior y encuentre las condiciones de Holgura Com-
plementaria asociadas.

Problema 5.

1. Considere una implementacién del algoritmo genérico para rutas minimas, asum-
iendo solo arcos de costo no negativo.

a) (2 ptos.) Considere un nodo j satisfaciendo en algin instante

djﬁdz YVieV

Muestre que esta relacién se mantendra en lo que resta del algoritmo y que j no
volvera a entrar a V. Mds ain, muestre que d; no serd modificado.

b) (1 pto.) Suponga que el algoritmo estd estructurado de forma tal que remueve
de V un nodo de etiqueta minima al menos una vez cada k iteraciones, con k
algin natural. Muestre que el algoritmo termina en a lo mas kN iteraciones.

2. Suponga que son conocidos los costos de las rutas minimas para ir de un nodo s
a todos los nodos de la red, denotados por df, Vi € N, y que existen arcos (pero
no ciclos) de costo negativo. Considere el problema de calcular las rutas minimas
desde otro nodo s’ al resto de los nodos. Para resolverlo, se propone la siguiente
modificacion de los costos

aij = aij +di —dj, V(i j) € A

a) (1 pto.) Muestre que @;; > 0, V(i,5) € A.
b) (1.5 ptos.) Pruebe que al resolver el problema con costos modificados se obtienen

exactamente las mismas rutas minimas que se hubieran obtenido considerando
los costos originales.

c) (0.5 ptos.) ;Qué ventajas tiene realizar esta modificacién en los costos?

Problema 6. Considere una instancia del problema de transporte donde existe exceso
de demanda. Considere un nodo fuente adicional A tal que ayq = Z Bj — Zai y
j i

J
costos ay;.

(a) Reformule el problema como un problema de transporte equilibrado agregando
las variables y restricciones que sean necesarias.

(b) SiVj aa; = 0, muestre que los valores 6ptimos del problema original y del
modificado coinciden. Cémo se relacionan las soluciones 6ptimas respectivas?



(c) SiVj aa; = ¢, muestre que los valores 6ptimos del problema original y del
modificado difieren en una constante independiente de la solucién éptima. Cémo
se relacionan las soluciones 6ptimas respectivas?

(d) Siexisten j y j’ tales que aaj # aaj, qué puede decir de las soluciones y valores
optimos de cada problema?

Problema 7. Considere A = {aj,aq,...,a,} C R. Se desea particionar A en grupos
satisfaciendo:

= Cada grupo debe tener al menos p elementos.

= Los nimeros de cada grupo deben ser consecutivos. Por ejemplo, no se permite
que un grupo contenga aj y ag sin contener as.

Se quiere minimizar la suma de las desviaciones cuadraticas medias de cada grupo. La
desviacion cuadrética media de un grupo .S se define por

(a) Formule el problema de encontrar estos grupos como un problema de rutas mini-
mas.

(b) Resuelva la siguiente instancia del problema, usando algin método para calcular
rutas minimas: n = 5,p = 2,a1 = 0,a0 = 1,a3 = —1,a4 = 2,a5 = —2.

(c) Si ahora en lugar de d(S), se minimiza la suma de f(S) con f : P(A) — Ry,
donde P(A) es el conjunto de las partes de A o conjunto potencia de A, cémo
queda la formulacién del problema?



Problema 8. Una empresa de arriendo de autos necesita una cantidad conocida de
vehiculos 71, . .., 7, para los préximos n dias. Al final de cada dia se debe decidir cudntos
vehiculos son enviados a la lavanderia rapida (1 dia, costo f por vehiculo), cudntos a
la lavanderia lenta (2 dfas, costo s < f por vehiculo), y cudntos son guardados sucios.
La demanda de vehiculos es satisfecha a partir de autos limpios provenientes de cada
lavanderia y, en caso que falten, es posible encargar autos adicionales a la central
incurriendo en un costo p por vehiculo. Inicialmente la empresa no tiene autos.

(a) Formule el problema como uno de Transporte (flujo a costo minimo). Para ello
construya un grafo en que:

La demanda del dia i se representa mediante demandas en los nodos m; y la
oferta de autos se representa mediante los oferta en nodos t;, donde m; y t;
representan la manana y la tarde del dia i. jcuanto debe ser la demanda en
el nodo m; y cudnto la oferta en el nodo t;?

Represente las lavanderias como arcos que van de un dia al dia correspondiente
(Recuerde que hay dos tipos de lavanderias). jEntre qué nodos van estos
arcos?

Represente la acumulacion de autos sucios como arcos que van de un dia al
dia siguiente. ;Entre qué nodos van estos arcos?

Por 1ltimo, agregue el nodo C' que representa a la central de donde se piden
los autos y a donde se devuelven después del ultimo dia (Recuerde que es
posible pedir autos a la central para cualquier dia). ;Qué arcos salen y entran
de éste ultimo nodo?

Agregue los costos correspondientes a los arcos.

(b) Resuelva paraelcason =4, =8, =6,r3=10,r4 =7, f =6, s =3y p = 10.

Problema 9.

1. A continuacién se muestra una iteracién del algoritmo de Hitchcock para un prob-
lema de transporte:

1 9 7 12 8 18
4 14
2 |15 12 12 15 4
4
3 | 8 9 6 12 6
2 4
4 |14 12 11 12 12
7 )
D; | 6 14 15 5




Responda breve y justificadamente las siguientes preguntas:
. Es una solucion factible?

Muestre que la solucién es éptima.

Proporcione la formulacién matematica del problema original y su dual.

)
)
c¢) (Es la solucién éptima tnica?
)
) (Cuadl es la solucién 6ptima del problema dual?
)

Suponga que el costo del arco (4,3) se incrementa de 11 a 13. Determine la
nueva solucién éptima primal.

2. Para el siguiente tableau asociado al problema de transporte de Hitchock:

10 10
11| 4 | 15
3 |10 1 10 | 21

B; |10 | 11 | 11 | 14 | 46

con la siguiente matriz de costos asociada

aj | 1]2]3]4
1 (2345
2 |5 [4a]3]1
3 [1[3[3]2

. Cual de las siguientes alternativas provee un resumen valido del status del tableau?

(a) La solucién 6ptima del problema de transporte de Hitchock, donde Ciy,;,, = 100.
(b) Una solucién inicial factible obtenida utilizando la regla de minimo costo.

(¢) Una solucién degenerada, en la cudl la celda (1, 3) podria hacerse basica y continuar
con el algoritmo.

(d) Un tableau intermedio, donde la celda (3, 3) es la proxima en entrar a la base.

(e) Ninguna de las anteriores.

Fundamente claramente su respuesta. Respuestas sin fundamento no obtendran pun-
taje.



