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Introducci 6n
€000
¢ Qué es?

¢ Qué es Optimizacion Entera y
Combinatorial?

Proposito

IP y CO se preocupan de problemas de maximizacion o
minimizacion de funciones de muchas variables, sujetos a
restricciones de desigualdad y/o igualdad, y sujetos a
restricciones de integralidad en algunas o todas sus
variables.
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Ejemplos y Usos

Algunos Ejemplos y Usos:

@ Manejo y uso eficiente

@ Problemas de
de recursos escasos:

o, planificacion:
° tl?ilesrt]rét;umon e @ Problema de
) Progra.mas de portafoho._,
., @ Localizacion de
produccu_)n. _ B H—
o Se,cugnuamlento de o Decisiones de
maquinas. inversion.

@ Industria Forestal.
Industria Minera.
@ Industria Vitivinicola.

o FUtbol Fixture.

©
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Introducci 6n
0080

Ejemplos y Usos

Algunos Ejemplos y Usos

@ Problemas de diseio:

o Disefio de redes de
comunicaciones y

transportes.

@ Diseno de circuitos

VLSI.

@ Redes aéreas y sus

precios.

@ En matematicas:

@ Combinatoria.
@ Teoria de grafos.

o Logica.

Daniel Espinoza

@ Aplicaciones
Cientificas:

Biologia molecular.

Fisica de alta
energia.
Cristalografia.
Confiabilidad de
datos estadisticos.
Demostracion de
cotas.

Disefio de
experimentos.
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Historia

@ Antecedentes:

o

o

@ Primeros usos:
@ Industria petrolera.
@ Industria aérea
(especialmente

Segunda guerra
mundial.

Aparicion algoritmo
simplex [Dan48,

uss).

Dan91]. ) .

Primer problema @ Estado act.ual.

entero (USS Navy). o Capacidad ha au-
Primer computador y mentado [BFG*00]
programa. en un factor de 1e6.
Primeros algoritmos @ Uso estandard en
para IP. muchas industrias.
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Intr cci 6n Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando con variables binarias

Variables binarias

Idea es modelar eventos alternativos excluyentes (Ej.:
construir una planta o no), pero cuyo resultado es una
salida del modelo.

 — 1 s evento ocurre.
] 0 s evento no ocurre.

Knapsack Problem:

Se tienen n proyectos a realizar, cada uno a un costo a; y
con un beneficio ¢;, y se dispone de un fondo maximo de
a. Se busca la mejor solucion entera al problema.
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando con variables binarias

Formulacion del Knapsack Problem:

n n
maxq > cx : > ax <axe{0,1}"
X
i=1 i=1

Assignment Problem:

Tenemos n personas y m trabajos a realizar. Cada
persona puede realizar a lo mas un trabajo, y todos los
trabajos deben ser realizados. Para que la persona i
realice el trabajo j debemos pagar un costo de cj.
Buscamos una solucion a costo minimo.
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando con variables binarias

Formulacion del Assignment Problem:

Definimos x; variable binaria que indica si la persona i
esta asociada al trabajo j.

n,m
min Z Cij Xij
i—1j=1

S.t. ZX"‘ =1 V]:l,,m

m
ZX"‘ < 1 Vi:l,...,n
X € {0,1}mm
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando con variables binarias

Set covering, set packing y set partitioning:
Consideremos M = {1,..., m},y N ={1,...,n}.y sean
M; € M paraj € N. Decimos que F C N cubre (covers) M
siM = |J M;. Decimos que F C N es un

icF
empaquetamiento (packing) con respecto a M si
M; N M; = @Vi # j € F. Finalmente decimos que F C N es
un particion (partition) de M si es un covering y un
packing al mismo tiempo. Supongamos que escoger el
conjunto M; tiene un costo/beneficio de ¢;, y queremos
obtener el conjunto F que sea un cover/packing/partition
de costo/beneficio minimo:
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Construyendo modelos de IP
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Trucos Cl asicos

Modelando con variables binarias

Formulacion de Set Packing/Covering/Partition:

Definamos x; como uno si j € F, cero sino, y
A € {0,1}™" como

P lSiiEMj
Y71 0 sno

Entonces, el problema se escribe como
max(min) {cx : Ax S e}

Donde e es el vector de unos.
Ejemplo: Problema de localizacion de hospitales.
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Intr cci 6n Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando Relaciones entre eventos:

Queremos capturar relaciones entre eventos, como
simultaneidad, complementareidad, precedencia, etc.

@ Consideremos Xy, X, dos variables binarias que
representan ciertos eventos.

@ SiX; Y X2 son excluyentes, usamos x; + X, < 1.
@ Si Xy Yy X2 deben pasar al mismo tiempo, usamos

X1 — X2 = 0.
@ Si x; solo puede pasar si X, pasa, usamos
X1 — X < 0.

@ Supongamos que una actividad puede ocurriry a un
nivel 0 <y < u, pero solo si x; ocurre, usamos
y —ux; <O0.
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando Relaciones entre eventos:

Facility Location Problem:

Conocemos un conjunto N = {1,...,n} de posibles
ubicaciones para plantas. Y se tiene un conjunto

| ={1,...,m} de clientes a atender. Cada planta puede
abrirse a un costo fijo c;. Si el cliente i es atendido de la
planta j, se tiene un costo de servicio de h;. Por el
momento asumimos que no hay capacidad maxima de
planta. El objetivo es escoger que plantas abrir y a que
planta asignar cada cliente a costo minimo.
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando Relaciones entre eventos:

Formulacion del Facility Location Problem:

Definimos x; representando la decision de abrir la planta
j € N o no, y definimos y; representando la decision de
atender el cliente i desde la planta j.

min c¢cx + hy
S.t. Zyij = 1 Viel
jeN

yi—% < 0 Viel,jeN

¢, Qué pasa si cada planta tiene una capacidad maxima
de b; y cada cliente demanda d; unidades?
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando Relaciones entre eventos:

Fixed-Charge Network Flow Problem:

Dada una red dirigida G = (V, E), donde V son posibles
nodos, y e = (u,Vv) € E son conecciones directas de i a j.
Cada nodo tiene una demanda d; (signo da si es nodo
fuente, pasada, o destino), y se asume > b; = 0. Cada
arco tiene asociada una capacidad u. y un costo unitario
he y un costo fijo por uso ce.

El problema es encontrar una sub-red que permita
satisfacer demandas a costo minimo satisfaciendo las
condiciones de flujo.
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando Relaciones entre eventos:

Formulacion del Fixed-Charge Network Flow Problem:

Definimos y € RE para representar las variables de flujo.
Definimos x € {0, 1}E para representar la seleccion de
arcos en la sub-red. Asi el modelo se puede escribir:

min cx + hy
s.t. Ye < U VeceE
Y Ye— >, Ye = dy WeV
ecd—(v) ecdt(v)
Ve —UXe < 0 VeeE
y € RE
x € {0,1}F

¢ Extension caso de nodos opcionales y con costo fijo?
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Construyendo modelos de IP
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Trucos Cl asicos

Modelando Relaciones entre eventos:

Traveling Salesman
Problem:

Dado un conjunto de puntos
V y un conjunto de arcos no
dirigidos E, cada uno con
un costo asociado

Ce, Ve € E. Buscamos la
forma de visitar todas y
cada uno de los puntos
exactamente una vez,
volviendo al punto de
partida, a costo minimo.

Daniel Espinoza Programaci 6n Entera y Combinatorial: Introducci  6n



Trucos Cl asicos

Construyendo modelos de IP
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Modelando Relaciones entre eventos:

Formulacion TSP:

Para e = (u, V) definimos X, indicando si en nuestro tour
visitamos punto u y v consecutivamente. Con esto la
formulacion puede escribirse como

min cX
st. D Xe
ecd(v)
> Xe
ecé(V)
X

>

S

2 WYWweV
2 YpCuUCgVv
{0,135

¢, Podemos mejorar algo la formulacion? ¢ Qué tan grande
es? ¢Podemos resolver el LP asociado?

Daniel Espinoza
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Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando relaciones

Funciones lineales por trazos

no lineales:

f(x) : [a0,ant1] — R se dice lineal por trazo si
f(x)=fi+six(x —a)six € (a,aj;1) para algn
i €{0,...,n}, donde f; es el valor inicial en x = & y S; es
la pendiente del trazo lineal en adelante.

Notese que suponemos que a; < aj;q parai =0,...,n.

Daniel Espinoza
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Construyendo modelos de IP
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Trucos Cl asicos

Modelando relaciones no lineales:

Minimizando funciones lineales por trazos:

Definimos u; = a; — aiy1, ¥i € [0, u], xi € {0,1},y
fl="%f—fi_1 —si_iui_qs parai =0,...,n.
Con esto podemos escribir:

w=min f'x sy

s.t. Vi —UiX; < 0 Vi
Vi —UiXi;1 > — Vi<n
Xit1 —Xi < 0 Vi
n
Z-YY = &
i=0

¢, Qué condiciones deben ocurrir para que
W = MiN¢fa,a,.,] F(2)?
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Intr cci 6n Construyendo modelos de IP

Trucos Cl asicos

Modelando relaciones no lineales:

Caso funciones convexas continuas

La condicion de convexidad y continuidad implican dos
cosas: fi + sj x Ui = fi 1, Sj < Sj;1. Porlo que f' =0,
ademas, notemos que siy; > 0 entonces todos los

y; 1 J < i satisfacen y; = u;. Eso simplifica el modelo a

w = f, + min sy
S.t. Vi < u Vi
n
zZ->yi = &
i=0

¢Analogo caso de maximizacion? ¢ Que tan buena/mala
es la relajacion lineal? ¢ Existen mejores modelos?
¢, Podemos usar menos variables binarias?
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Construyendo modelos de IP
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Trucos Cl asicos

Modelando relaciones no lineales:

Restricciones Disyuntivas:

Consideremos el siguiente ejemplo, sean x; € [l;, u;] para
i =1,2, y queremos modelar y = min{xy,X,}. Esto
podemos modelarlo comoy < x; parai = 1,2y como

y > X1 0y > Xo. El problema es como modelar esta
alternativa.

El caso general:

En general la restriccion es dado m conjuntos
polihedrales, encontrar un punto que pertenezca al
menos a k de estos conjuntos. En este caso podemos
asumir P' = {y e R" : Aly <b'y <d}.
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Trucos Cl asicos

Construyendo modelos de IP

Modelando relaciones no lineales:

Formulando restricciones disyuntivas:

Definimos x; : i = 1,..., m para indicar siy € P' o no.
Ademas, note que existe w' tal que Aly < b' +w' para
todoy € R",y < d. Con esto la restriccion puede
escribirse como:

Aly
m
> Xi
i=1

0<
X

IA

IV

y
€

b'+wi(l-x) Vi=1....m

Kk

<d
{0,137

¢, Como formulamos el ejemplo entonces?

Daniel Espinoza
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Construyendo modelos de
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Trucos Cl asicos

Modelando relaciones no lineales:

A Scheduling Problem

Consideremos n trabajos, y m maquinas. Cada trabajo |
debe pasar por cada maquina en un orden especifico,
dado porj(1),...,j(m), y esto toma un tiempo de proceso
p;i para el trabajo j salir de la maquina i. Nuestro objetivo
es ordenar el ingreso de trabajos en cada maquina para
minimizar el tiempo total de proceso de todos los trabajos.

Casos especiales

¢, Podemos simplificar el problema para k = 1? (Considere
union). ¢ Podemos eliminar el uso de variables binarias?
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Construyendo modelos de IP
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Impacto de la formulaci 6n en los problemas enteros

El Problema

@ Para problemas de programacion lineal, existe solo
una formulacion minimal.

@ Existen muchas formulaciones equivalentes (en
términos enteros) para el mismo problema.

@ La posibilidad de encontrar soluciones 6ptimas o
buenas depende fuertemente de la formulacion
escogida.

@ ¢ Cuando una formulacion es buena?
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Impacto de la formulaci 6n en los problemas enteros

Definiciones basicas

Problemas Enteros
Consideremos un problema definido como

max{cx : x € S C Z" }
Decimos que una formulacion

max{cx : Ax < b,x € Z" }

esvalidasiS = {x : Ax <b,x € Z" }.
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yducci 6n Construyendo modelos de IP

Impacto de la formulaci 6n en los problemas enteros

Formulaciones Ideales

¢, Qué es lo mejor que puede pasar?

Si para una formulacion valida se tiene que
conv{S} = {x : Ax < b}, entonces nuestro problema se
reduce a un LP.

Una medida de calidad

Esto sugiere comparar formulaciones en términos de su
distancia al ideal, i.e. por el tamafio de {x : Ax < b}.

Un Ejemplo:

Consideremos S = {(0000), (1000), (0100), (0010),
(0001), (0110),(0101),(0011)}, propondremos tres
formulaciones y las ordenaremos bajo el criterio anterior.
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Introducci 6 Construyendo modelos de IP

Impacto de la formulaci 6n en los problemas enteros

Formulaciones Ideales

Tres Formulaciones:

s = {x € {0,114 : 93x; + 49%, + 37Xz + 294 < 111} 1)

S = {X6{0,1}4:2X1+X2+X3+X4§2} (2)
2X1 +Xo X3 +Xg4 <2
. 4. X1 +Xo <1

S = yxef{o: o -1 3)
X1 +X4 <1

Es facil ver que (1) contiene estrictamente (2), y que (2)
contiene estrictamente (3).
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Impacto de la formulaci 6n en los problemas enteros

¢, Cual es el estado en general?

@ No existe una regla fija.
@ El criterio anterior es un buen medidor de la calidad.
@ Tener una cantidad de restricciones exponenciales
no es un limite necesariamente
@ Debemos ser capaces de identificar restricciones
violadas eficientemente.
@ Ejemplo: TSP.
@ Agregar desigualdades es una de las estrategias
estandard (cutting planes).
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