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MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS

(Versioén preliminar, no difundir)

Minimos cuadrados generalizados (MCG) con regresores no es-
tocdsticos

Dado el modelo lineal general y = X5+ ¢, relajamos el supuesto que la matriz de varianza y covarianza de
los errores sea una matriz escalar (es decir: E(eg’) = 0?Iy). Los supuestos H1-H3 y H5 del modelo lineal
general siguen siendo validos, el unico supuesto que cambia es H4: E(ec’) = 02Q; ademds, en este momento
no es necesario ningun supuesto particular sobre la distribucién de los errores. Los supuestos basicos entonces
ahora quedan:

H1 Linealidad: el modelo sigue siendo lineal en el vector de parametros [: la variable dependiente y es una
funcioén lineal de 3.

H2 Condicién de identificaciéon: X es una matriz de rango completo de columnas y rango(X) = k.
H3 E(¢) =0.
H4 E(e€’) # o%In, y E(ce’) = 0%Q donde Q es una matriz (N x N) simetrica y definida positiva.

H5 X es una matriz de regresores no estocésticos.

En este contexto, se analizan las propiedades principales del estimador de minimos cuadrados ordinarios
(linealidad, insesgadez, matriz de varianza y covarianza) en presencia de una matriz de varianza y covarianza
de los errores no escalar.

Propiededades del estimador de Minimos cuadrados ordinarios /3 vco cuando
E(ee’) = o%Q

e Linealidad:

Buco = (X'X)7'X'y

(X'X)' X' (X5 +¢)

(X'X)'X'XB+ (X'X) ' X'e
I

= [+ (X'X)'Xe

El estimador 3 mco Sigue siendo lineal en B,y y €.

e Insesgadez:

E(Byco) = E[B+(X'X)7'X]
= EB)+(X'X)'X'E(e)
>
= B

3 Mmco €s todavia estimador insesgado de S.



e Matriz de varianza y covarianza de (3,,-o :

Var(Byco) = ElBuco — EB)Brco — EB))']

[
= E[(Bryco — B)(Brco —B)')  sustituyendo Byco — B = (X' X) ' X'e se obtiene:
= Bl((X ) 1X e)(X'X) 7' X'e)]
= E[(X'X) X'/ X(X'X)™ ]

(X' X) ' X'BE(ee)X(X'X) ™!
=02Q)

= AX'X)TIXOX(X' X)) £ X'X)7!

La varianza del estimador j3 rvco cuando E(eg’) = 0%Q no es la varianza minima de B mco cuando
E(ee’) = o%I. Si E(ee’) = 02Q, no se cumplen todos los supuestos del teorema de Gauss-Markov y el
estimador B mco ho sigue siendo el estimador optimo en el sentido de la varianza minima. Una impli-
cacién importante de este resultado es que los test de hipétesis basados sobre Var(B mco) derivados
en las clases anteriores no son validos.

Transformacién del modelo lineal general cuando E(ce’) = 02(Q)

Es posible transformar el modelo inicial y = X8+ ¢ de una forma conveniente, de modo que se cumplan
todos los supuestos basicos del teorema de Gauss-Markov en el modelo transformado. Dado que 2 es una
matriz definida positiva, puede ser factorizada como:

Q=CAC’

donde C' es la matriz de los N vectores caracteristicos de la matriz 2 y A la matriz diagonal y simetrica de
las N raices caracteristicas correspondientes. Esa factorizacion se define tambien decomposicion espectral
de la matriz ). La matriz C tiene las siguientes propiedades:

c'c =1
Cl — C*l
cc' = oCc'=

Se define la matriz no singular (N x N), P = CA'/? con las siguientes propiedades: PP’ = Q, [P~']'[P~!] =
QL
PP = CAY*CAY?  dado que (AY/?) = A/?
CAl/ZAl/ZC/
CAC' =
(PP [(CAY2) Y [(CAY?) ™

[(AT2C07hy (AT 20h)]
= (CTY(ATV2YAT2CT! dado que CT =Y, (CTY) = (C') =C
C(A)~Y2A~12¢"  dado que A = A
= CA'PNYRC =cnTe =07t

Se considera la siguiente transformacién del modelo lineal general, premultiplicando y por P! :
P ly=pP'XB+P e
Se definen ahora las variables transformadas de la forma siguiente:
Ply=y", P'X=X" P le=¢"

El modelo inicial transformado es igual a:

y* _ X*ﬁ 4 E*
Se puede verificar que el modelo transformado de esta forma cumple todos los supuestos del Teorema de
Gauss-Markov:



H1 Linealidad: el modelo sigue siendo lineal dado que y* es funcion lineal de .

H2 Condicién de identificacién: X* sigue siendo una matriz de rango completo de columnas y rango(X™*) =
k.

H3 E(e*) = 0dado que: E(e*) = E(P~te) =P 'E(e) =0

H4 E(e*e¥):

E(e*e”) = E(P'e(Ple))
E(Ptee'[P7Y)

= P lE@E)P]
N——
=02Q)

— O,2P71 Q [Pl]fl
~—~
=PP’

= o*p PP P!
I

= =TI

= o?]
H5 X* sigue siendo una matriz de regresores no estocéasticos.

El modelo transformado entonces satisface todos los supestos basicos del teorema de Gauss-Markov, en
particular la matriz de varianza y covarianza de los errores transformados es escalar. Esta transformacién
nos permite derivar el estimador de Minimos cuadrados generalizados.

Estimador de Minimos cuadrados generalizados (3,

El estimador de minimos cuadrados generalizados, 5,;c¢, se define como el estimador de minimos cuadrados
ordinarios de 8 en el modelo transformado:

Buce = (X7X*)' Xy
= ((PT'X)(PTIX))TH(PTIX) (P 1y)
= (X' (P X)X (P (P )y)
—0-1 —0-1
— (Xlgle)fl(Xlgfly)

Burca se puede escribir tambien como:

Buce = X'Q'X)HX'QNXB+e))
(X' X)) X'QTIX)B + (X' X)) THX'Q )
=I
= B+ X'QIX)"H(X'Q )

Propiedades de j Mcc €n muestras finitas:

e Insesgadez:

E(Buce) = EB+(X'Q7'X)H(X'Q'e)]
= EB)+X'Q'X) I X'QE(e)
jny
= p



e Matriz de varianza y covarianza:

VGT(BMCG) = E[(ﬂMCG (5MCG))(BMCG - E(BMCG))I]

= E[Bycc—B)Bryca—B)]  sustituyendo 3,00 — B = (X'Q71X)"H(X'Q ) se obtiene:
[
[

E[(X'Q7' X)) X'Q 7o) (X'Q7 ' X)L X' e
E[(X'Q ' X)) X'Q e/ X (X'Q71X) 7Y
= (X'Q'X)'X'Q 1 EEHOIX(XQIX) !
N——
=02Q)
= SAX'QIX)I X0 o0 x (X0t x)!
N——
=I
= AX'QIX) I xotx(x'atx)!

=I

_ O_Z(Xlgle)fl

e Eficiencia: dado que el modelo transformado satisface todos los supuestos del teorema de Gauss-
Markov, ya sabemos que el estimador 3,;-o es el estimador lineal, insesgado y optimo de [ en el
sentido de la varianza minima. En particular, se demuestra que:

Var(Byoo) — Var(Byoa) = A > 0 (semindefinida positiva)
Prueba:

Var(Byco) = Var(Buce) = o*(X'X)71X' 2 X(X'X)™! - o(X'Q71X) 7!
=PP’
A(X'X)IX'PPX(X'X) —(X'Q71X) 7Y

=D’ =D
(kx N) (N xk)

= o’[D'D—(X'Q7'X)™]
Dado que D'P~1X = I}, premultiplicamos el segundo termino en la parentesis cuadrada por D'P~1X
y lo postmultiplicamos por (D'P~'X) = X'(P~')D
Var(Byco) — Var(Buyee) = o*[D'D—D'PIX(X'Q71X)~1X'(P~1) D]
= o*[D'(I-P'X(X'Q X)X (P~ 1)D]
UZ[D/(I _ X*(X*/X*)—lX*/)D]

=M*
(NXN)

= ¢2D'M*D >0 semidefinida positiva

dado que M* es idempotente. La matriz M* en el modelo transformado es la matriz que “produce” los
residuos estimados en una regresién lineal de MCO de la variable dependiente transformada y* sobre
los regresores transformados X*.

Estimacién de minimos cuadrados generalizados de o%:

El estimador de minimos cuadrados ordinarios de o2, &?wco, es sesgado si E(eg’) = o2Q:

Al A

B(&Yico) = Elg—)

= B

N — k:)
tr(e' Me)
N -k
tr(ME(ge'))
N -k

o2tr(MQ)

_ 2
= Nk 7°



No obstante, el estimador 91?}72 obtenido utilizando los residuos estimados del modelo transformado es
insesgado. Sea (03c0)® = S5 5:
gre* e M*e*
= E —_—

N — k) ( N -k )
tr(e* M*e*)
= E _—

( N —k
tr(M*E(e*e*))

N —k
_ oftr(M*)  o*(N—k) 2

N -k N -k




