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INTRODUCCION

Con ohjeto de analizar la p-variables (correladonadas) de la matriz de datos, se
rediza unatransformadén de las variables originales en un ruevo conjunto de variables
incorrel acionadas, mediante unarotadén atogonal en R®, que Ilamamos componrentes o
fadores principales. Estas quedaran expresadas como combinadon lineal de las
originales, y se expresan en orden deaedente de importancia en cuanto a eplicar la
incidenciade cala mmporente principal en ladescripciéndel problema.

El Andisis de Comporentes Principales, ACP, (PCA en la literatura
angloamericana), tiene su arigen en los trabgjos de Karl Pearson a principio de siglo, asi
como pa Harold Hotelling, hacia 1930.

Latémicadel ACP es adecuada auando nose dispore de variables dependientes
que permitan explicar e problema mediante una regresion mdiltiple, es dedr que
estamos ante una situadon en gue todas las variables, en principio, tienen la misma
importancia, o ben que dicha importancia estd exmascarada y es necesario pmerla de
manifiesto.

El objetivo principal del andlisis es averiguar cuantas variables, m, de entre las p,
(m < p), explican meor la variabilidad de los datos representados por las variables
originales. Si ello es posible, podemos afirmar que la dimensionalidad del problema es
menor que p. Por giemplo si alguna de las variables originaes estan fuertemente
correladonadas con dras se pueden “agrupar” en ura Unica variable (comporente
principal) expresada cmo combinaddnlinea de ajuellas, y de esta manera se reducela
dimension cel problema.

Asi pues, e ACP transforma un conjunto de variables correladonadas en un
nuevo conjunto de variables incorreladonadas, donc la importancia de estas
Ultimas vienen determinadas por |a parte de varianza asociadas a dlas. La témica
ACP no requiere d uso de modelos probabili sticos, siendo, @ra nuestro caso, ura
témicade tipo descriptivo.

Es conveniente redizar un andlisis de cmporentes principales como estudio
previo del andlisis factorial.




PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideremos la nube de purtos en € espacio R” de variables tipificadas. Se
trata de buscar direcdones u tales que ﬁ sealo més pequenio paible, Figural.
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Figural

Como OA es constante asalquiera que seala orientacion cel ge, serd necesario

que OP sealo més grande posible, yaque OA~ =OP  +AP . Para tener en cuenta
todos los purtos & toma la suma de los cuadrados de todos los purtos, es dedr se

pretende buscar aguella direcddn u que maximiza d valor O_F?2 . Unadirecdén que

cumple esta cndcion se llama ge factorial o ge principa de inercia, y es tal que
proyectando la nube de purtos hre 4, estos € hallan muy separados o muy
discriminados.

Se puede probar facilmente que para una matriz de datos tipificados, la suma
de cuadrados de las proyecciones es:

u'Ru, siendo [u=1 o u'u=1
que esunaforma aadréticarespedo delas comporentesde u = (ug,U,...,Up).

El méximo de esta funcion se determina por € método de los multi plicadores de
Lagrange:
¢ (@) =P (U, Uy,--,U,) =U'RU=A(u'u-1) =
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=Up Uy +o U +2r,U0U, +o0 20 UU +ee 20 U U =AUy U =)

derivando ¢ respecto de u,, eigualandoa ceo, se ohtiene:
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2u, +2r,u, +---+2r, U —2Au, =0
ul

1p™p

A=Ay, +ruy +--+1 U, =0




redizando el mismo proceso respedo de uy,...,u, Se obtiene d sistema de eaiadones
linedes:

A=Ay, +ruy +---+1 U, =0

MU +(@=A)u, +---+r,u =0

MU +1,,U, +--+(1=A)u =0

la ondcion e compatibilidad del sistema es que d determinante del sistema sea
nulo:

EJr—}\ Mo Mp
det%rlz 1-A 20

0 hien:
det(R-A1)=0

siendo| lamatriz identidad y R la matriz de correladones. Pero la ecuadon anterior es
la ewiacion caraderisticade lamatriz R, pa tanto los valores de A paralos que existen
direcdones principales on los valores propios de R, y dichas direcciones principaes
son las dadas por |0s correspondentes vedores propios.

Si algun valor propio, Aj, s raiz multi ple de la ewacion caracteristica, entonces
dim Nuc(A-A)) > 1, habiendoarbitrariedad en la decdon de la base de Nuc (A-Ajl), pero
siempre pueden elegirse de manera que sean ortonormales. Estos factores explican
evidentemente lamismainercia, dada por su vaor propio.

Si algun valor propio fuese ceo, entonces € fador correspondente no presenta
variabilidad, no aporta inercia ala inercia total de la nube de purtos o no explica
ninguna parte de lainerciatotal, pudendo pescindirse de dicho fador.

Hay que tener en cuenta que la matriz de @rrelaciones R es sempre
diagonali zable por ser unamatriz simétrica

LA INERCIA DE LAS COMPONENTES PRINCIPALES

El problema wmnsiste por tanto en diagonali zar lamatriz de correlaciones R. Sean

pues Ay, Ay,..., Ay los valores propios. Como la traza deéR esinvariante, se tiene:
p
trazaR= Inercia=p =) A

por tanto cada factor colabora alainerciatotal en uracantidad igual asu valor propio.

Cada vaor propio es lainercia de cada fador, siendo, en pacentge, lainercia
explicada por € factor uy:




A—"lOO

p
mientras que lainercia explicada por los m (< p) primeros fadores seria

m

2
=100
Y
Evidentemente d fador de mayor valor propio sera € que explique mayor

inercia, y asi sucesivamente. Por ese motivo es conveniente obtener |os valores propios
ordenados de mayor a menor:

/\12/\22...2/\p

e incluso se puede dar una representacion gréfica de su magnitud de forma
individuali zada, Figura 2, o de forma acumulada, Figura 3.
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Figura3

CALCULO DE LOS FACTORES PRINCIPALES. PROPIEDADES
Tal como venimos diciendo € problema consiste en diagonalizar la matriz R, a
partir de lo cual obtendremos los vedores propios de Ry sus correspondentes valores
propios:
Ru = Au
siendou € vedor propio asociado a valor propio A.
SeaT lamatriz cuyas columnas on las componrentes de |0s vedores propios en

la base inicid o matriz del cambio de base, y supangamos que la hemos elegido
ortogonal, esdedr: T* = T', y sea A lamatriz diagonal de valores propios, entonces:

A=T'RT
Si los vedores propios on:
U :(tll’t217“"tpl)
u, :(t121t221""tp2)
Uy :(tlp’t2p""’tpp)

entonces lamatriz del cambio de base es;




1 t12 tlpE

21 t22 t2p|:

;... L
1 tpZ tppE

Enlabaseoriginal, (ey,...,&), € individuoi-esimo se expresa:

.
T=0
]

1
p

OA = (Zil'ZiZ""’Zip) =7,6 7,6, +---+t7,€
mientras que en las nuevas componentes sré:
OA = (Y, yi27"'7yip) =Yl F YUy et YU =

= yil('[llel +...+tplep) +... 4 yip (tlpel +...+tppep) =
= (yiltll toeet yiptlp)e.l. +"'+(yi1tp1 Tt yiptpp)ep

por tanto:

Zy = Yty t Yoty +o Yt

Z, = Yiulyy t Yoty oot Yty

Zip = yiltpl + yi2tp2 Tt yiptpp

gue @nlaformuladon matricial, ser&

HZ”H HYuE
F 0 2L
. D_TD: C

ERII:

0 hien, trasporienda
(z, z, - Zip)Z(yil Y, yip)Tt
teniendoen cuentaque T =T"
(Yu Vi, e yip):(zil Z, v Z,
aplicando finamente la relacion anterior sobre cala individuo, i=1,2,...,n, se puede

escribir:
Y=ZT




obteniéndase por tanto las coordenadas de los individucs en |os nuevos gjes factoriales a
partir de lamatriz de datos tipificados.

Considerandolas p variables: (Z,,Z,,--+,Z ) representativas de las columnas de
la matriz de datos tipificados, y las p variables: (Y,,Y,,--+,Y,) representativas de las
comporentes principales, setiene:

(2,,2,,+,2,) = (Y:L,Yz,...’Yp)Tt

0
(Y].’YZ’“.’Yp) Z(Zl,ZZ,---,Zp)T
Teniendoen cuenta las expresiones anteriores, se cumple:
Y=2ZT=0
y
V, =T'RT =A

por tanto los nuevos ges principales estan centrados, sus varianzas on los valores
propiosy sus covarianzas ©n nuas (estan incorreladonados). Es decir:

E(Y) =0
vaity) = A, == 5 ;

1 n
COV(Yi’Yj):O:H;ykiykj

coni,j=1,2,...p.
Una propiedad importante es cuantificar € grado ck interdependencia entre las
variables originales y 10s nuevos ges fadoriaes, pues ello ncs permitira interpretar las

comporentes principales. Para dlo cdculemos las covarianzas y correladones entre
estos pares de variables:

COV(Y,- Z) = % Z YZa = % Z Yii i Yelic = r2'[” %Zykj Yie Ez itir COV(Y,' Y,)

pero teniendo en cuentalas relaciones anteriores resulta:
cov(Y;,Z;) =t;A,

y finamente, dividendo pa lasd.t.




en forma de matriz;

Bll\/_l 12 2 a tlp\/7E
EtZ\/_l 22\/— e t2p
o

Epl\./_l tp2\/— h tpp\/7[

las columnas < refieren a las variables Y;, mientras que las filas a las variables Z;, par
tanto en laintersecdon de wlumna @n filatenemos e coeficiente de arrelacion lined
entre anbas variables. Notese que la rrelacion entre anbas es tanto mayor cuanto
mayor sea ¢ valor propio (varianza) del fador Y;, yaque espropaciona a

di.(Y,) = /A

la matriz anterior recibe & nombre de matriz de factores o matriz de cargas factoriales
(obsérvese que yano es unamatriz simétrica)

Interesa por tanto aguellos fadores de dta d.t. pues seran los que estan méas
fuertemente crreladonados con las variables originales. Se podra prescindir de
aquell os fadores escasamente rreladonados con las originales, pudendo considerarse
como variablesindependientes.

Si un fador principal esta muy correladonado con ura variable o gupo
variables originales, entonces ese fador explicapor si solo a esa variable o grupo &
variables originales. En caso contrario, dcho fador aduaria de formaindependiente mn
reladon adichavariable o grupode variables.

Lamatriz de cagas factoriales, que representamos por F, se puede escribir de la
siguiente manera:

F=TA? = N2T!

como fadlmente se cmprueba, siendo /\% la matriz diagonal de las desviadones
tipicas (\/I). Teniendo en cuenta lo anterior la matriz de @rreladones R se puede
expresar asi:

R=TAT' =TA2A/7T* = FF!

Tipifiquemos los factores principales (considerando lo anterior) y desgros a
estos por Fy, ..., Fp:

~E(Y) _Y,-0_ 1

A= d.t.(Yi) \/_ \/_

ahora E(F) =0,var(F) =1y cov(F,F;) =0. Hemos operado uncambio de escda e

los fadores principales a tipificarlos. Los llamaremos fadores o comporentes
principal es escal ados.




Fadlmente se momprueba que:

g

(Z2y,25,++,2,) :(Fl’sz",Fp)Ft
y en comporentes:

Z :til\/A_lFl+ti2\/ZF2 +"'+tip\/IFp , 1=12,---,p

de aui se sigue que:
var(Z,) =t3A, var(F,) +t3A, var(F,) +--- +t2 A var(F)

1=tiA, +t2A, +--+t2A

pTp

esta es una propiedad relativa alas filas de la matriz de cagas fadoriales, F: lasfilas
delamatriz F son vedores unitarios.

CRITERIOS DE REPARTO DE LA INERCIA TOTAL Y REDUCCION DE LA
DIM ENSION.

Lainerciaque explica calafador es numéricamente igual asu valor propio, que
expresada en pacentaje delainerciatotal es.

A—i100

Y
siendoA; el valor propio correspondente Al fador propio Y.

Si los valores propios N A;>...>Ap, cadafador explicadistinta proparcion cela
inercia total de manera que auantos mas factores retengamos mejor sera la cdidad de la
representad on, pero entonces no simplificamos el problema ya que retenemos todos |os
fadores.

Es predso pa tanto definir un criterio parafijar el ndmero de fadores a retener.
Existen varios criterios que enumeramos a mntinuacion:
i) retener aquell os fadores cuyos valores propios an mayores que 1.
i) retener aquell os fadores cuyos valores propios an superiores a un vaor fijo
previamente fijado pa el investigador.
iiil)  retener un nimero fijo de fadores.




iv) retener aquellos fadores que expliquen ura proparcién predeterminada de la
inerciatota (por ggemplo, un 786 0 més).

Si hemos retenido m fadores € porcentaje de inercia explicada por dichos
fadoresvale:

/\i
=100
p

Al retener m fadores, la parte de varianza de la variable Z; contenida en dchos fadores
€s.

h? =tiA +t5A, +- +t0A, <1
se llama comunalidad de lavariable Z; y se interpreta cmo ura medida de la calidad de
la representaddn de dicha variable Z; par los m primeros factores. Evidentemente la
representad 6n sera tanto mejor cuanto mas £ groxime ala unidad

Con lareducddn de la dimensién, los m primeros columnas de lamatriz T, que
forman la matriz T, engendran un ruevo subespacio de representaddn ce la nube de
purtos, siendolas nuevas coordenadas de los individucs:

Y, =ZT,

m m

valiendoahoralainercia:
1 n m

DRI ES RGP

gue esla parte de variabili dad explicada por dichos fadores.

Si no hay correlacion entre las p variables iniciaes, entonces:

Lo of
- L

R=g. .. ...
0 0 . 1l
y los factores principales on las variables origina y todas explican la misma cantidad
deinercia, nosiendo paible lareducdon.

ROTACION DE LAS COMPONENTES

Los fadores principales obtenidos tal como hemos indicado anteriormente
pueden tener interpretadones dificiles de amprender, por lo que se procede atomar
otras luciones para hacerlos mas interpretables a base de rotar la solucion inicia
obtenida. Son las luciones rotadas o fadores rotados. S6lo vamos a nsiderar




rotadones ortogonales, pues de esta manera los nuevos ges sguen estando
incorrelacionados entre si, mantienen las comunanlidades (la cgaddad conjunta de
cada fador para retener la informaddn ce cala variable), sin embargo se dtera las
correladones entre fadores y variables, Asi como el porcentgje de inercia cmndensada
por cada factor. Después de larotaddn hay que cdcular la nueva matriz de factores que
contiene las correlaciones entre los factores rotados y las variables originaes, que se
obtiene multi plicandola matriz de fadtores obtenida antes de larotacion pa lamatriz de
correladones entre los fadores rotados y no rotados, que dguncs llaman matriz de
transformacion ce los factores.

Para deduar una rotadon atogonad de ges £ @lican dcs criterios,
denominados rotad 6n quartimax y rotadon varimax.

La rotadon quartimax o criterio quartimax tiene por objeto determinar la
transformacion atogonal que transforma la matriz de fadores en atra de manera que la
varianza de los cuadrados de las cargas fadoriales es méxima, recayendo € énfasis del
métodoen lasimplificadon pa filas.

La rotadon varimax o criterio varimax hace @fasis en la simplificadon ce las
columnas o fadores de la matriz de fadores (Kaiser, 1959 con € fin de satisfacer la
sencill ez de interpretacion, maximizandose suma de varianzas de los cuadrados de las
cagas fadoriales de calafador.






