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Analisis de Varianza (ANOVA)

Ref: Cap. X, “Estadistica aplicada los negocios y la economia”, Allen L. Webster
(Irwin MacGraw-Hil 2000)



10.1 Introduccion

ANOVA esta disefiada especificamente para probar si dos o mas poblaciones tienen la misma media. Aun
cuando el propdsito de ANOVA es hacer pruebas para hallar las diferencias en Ias medias poblacionales, implica
un examen de las varianzas muestrales; de alli el término andlisis de varianza. M4s especificamente, el procedimiento
se puede utilizar para determinar si cuando se aplica un “‘tratamiento” en particular a una poblacién, éste tendrd un
impacto significativo en su media. E uso de ANOVA originado en el campo de la agricultura, en donde el término
tratamiento se utiliza de la misina manera que cuando se tratan varias parcelas de tierra con diferentes fertilizantes
y se notan las diferencias en los rendimientos promedio de los cultivos. Hoy en dia el término tratamiento se
utiliza ampliamente, para referirse al tratamiento de los clientes respecto a diferentes despliegues publicitarios
observando las diferencias subsiguientes en las compras promedio, o también al tratamiento de tres grupos de

—embleados ante tres tipos diferentes de programas de capacitacién y observando las diferencias que ocurren en
los niveles promedio de productividad o, en general, en toda situacion en la cual se desea una comparacién de las
medias.

Consideremos como ejemplo el interés en medir los efectos relativos en la producci6n de los empleados de tres
programas de capacitacion. Estos tres tipos de formacién adicional pueden ser 1) autodidactas, 2) impartido por
computador, o 3) ensefiado por un supervisor. En un estudic ANOVA, las unidades experimentales son los
objetos que reciben el tratamiento. En nuestro ejemplo sobre capacitacion, los empleados constituyen las unidades
experimentales. El factor es 1a fuerza o variable cuyo impacto en tales unidades experimentales se desea medir. En
gste caso, “‘capacitacién” es el factor de interés. Finalmente, los tres tipos de capacitacién constituyen los
tratamientos, o niveles del factor, del factor “capacitacién”.

La forma como se seleccionan los tratamientos determina si se est4 utilizando un modelo de efectos fijos o un
modelo de efectos aleatorios. El modelo descrito anteriormente sobre el programa de capacitacion para los empleados
es un modelo de efectos fijos. Los tres programas de entrenamiento se seleccionaron o se fijaron antes de realizar
el estudio. Se sabe cudl de los tres programas se desea probar desde el comienzo del estudio. Las conclusiones del
estudio se aplican sélo a les tres programas incluidos en el estudio.

‘Modelo de efectos fijos  En el cual se seleccionan tratamientos especificos o se fijan
antes del estudio.

En contraste, se supone que Apex Manufacturing tenfa muchos programas de capacitacién distintos, y
deseaban saber si los programas de capacitacién en general tenian efectos diferentes en el desempeiio de los
empleados. Estos tres programas de capacitacion utilizados en el estudio se consideran como una muestra de
todos los programas de entrenamiento que la firma puede utilizar. No importa cusl de los tres métodos se utilice en
el estudio para hacer la comparacién. Toda conclusion del estudio se considera aplicable a toda la poblacién de
programas de capacitacién. Este procedimiento produciria un modelo de efectos aleatorios.

Modelo de efectos aleatorios En el cual los niveles (tratamientos) utilizados en el
estudio se seleccionan aleatoriamente de una poblacién de niveles posibles.




Para la aplicacién de ANOVA son esenciales tres suposiciones:

1. Todas las poblaciones involucradas son normales.
2. Todas las poblaciones tienen la misma varianza.

3. Las muestras se seleccionan independientemente.

Si un nimero de tratamientos se designa como c, el conjunto de hipdtesis de prueba es

Hy = g = py - = He
H,: No todas las medias son iguales

Laletra ¢ se utiliza para el nimero de tratamientos debido a que en una tabla ANOVA, que se verd en breve, cada
tratamiento se especifica en su propia columna.

Se puede argumentar que seria posible probar la igualdad de varias medias utilizando varias pruebas 7 con dos
muestras, tal y como se hizo en el capitulo 9. Sin embargo, algunas complicaciones pueden hacer que este método
no sea efectivo. Por ejemplo, si un fabricante desea comparar Ja produccién diaria promedio para tres plantas,
puede probar los tres siguientes conjuntos de hipétesis:

Hy py = py
Hy py # 1o,

Hy gy = py
Hy py # u,

Hy By = py
H, p, F py

Si la hipdtesis nula no se rechaza en cada una de las pruebas, se puede concluir que las tres medias son iguales.

Por lo menos dos problemas surgen con este método. Primero, si el nimero de poblaciones (plantas) se
incrementa, el nimero de pruebas requeridas sube notablemente. Si hay cuatro plantas que el fabricante desea
comnparar, el niimero de pruebas individuales se duplicade 3 a ,C, = 6 pruebas. Surge el segundo problema y quiz4
€l més molesto. Debido a un compuesto del valor ¢, el cual es la probabilidad de un error tipo 1. Si se van a realizar

estas pruebas a un nivel del 5%, y hay tres poblaciones que requieren tres pruebas de hiptesis separadas, la
probabilidad de un error tipo I supera el 5%. Puede calcularse como

P(TipoI) = [1 — (1 — 0.05)(1 ~ 0.05)(1 — 0.05)]
=1 — (0.95)°
= 0.1426

Mientras que se desea probar a un nivel del 5%, 1a necesidad de hacer tres pruebas incrementé 1a probabilidad del
error tipo I més alld de los limites aceptables.



10.2 Analisis de varianza a una via: Disefio completamente
aleatorizado

Hay varias formas en las cuales puede disefiarse un experimento ANOVA. Quiz4 el més comun es el disefio
completamente aleatorizado o ANOVA a una via. El término proviene del hecho que varios sujetos o unidades
experimentales se asignan aleatoriamente a diferentes niveles de un solo factor. Por ejemplo, varios empleados

(unidades experimentales) pueden seleccionarse aleatoriamente para participar en diversos tipos (niveles diferentes)
de un programa de capacitacién (el factor).

El director administrativo de una gran empresa industrial desea determinar si los tres programas de capacitacin
distintos tienen efectos diferentes en los niveles de productividad de los empleados. Estos programas son los
tratamientos que puede evaluar el andlisis de varianza. Se seleccionan aleatoriamente 14 empleados y se asignan
a uno de Jos tres programas. Al terminar la capacitacion, cada empleado responde un examen para determinar su
competencia. Se colocan cuatro empleados en el primer programa de capacitaci6n, y cinco en cada uno de los
otros dos programas. Cada uno de estos tres grupos se trata de manera independiente como muestras separadas.
Los puntajes de la prueba aparecen en la tabla 10.1, junto con unos cuantos cdlculos basicos.

De las 15 celdas en la tabla, 14 tienen entradas. La tltima celda del primer tratamiento es una celda vacia. Una
celda identificada como X, en donde i es la fila y j es la columna en la cual se encuentra ubicada la celda. X, €s la
enirada de la tercera fila y la segunda columna. Se ve que es 81. X, es la celda vacia. El nimero de filas en cada
columna se indica con una 7 y el nimero de columnas o tratamientos se indica con una ¢. En el caso actual, r = 5
yc=3. :

Tabla 10.1 Tratamientos
Prueba del puntaje Programa 1 Programa 2 Programa 3
de los empleados 85 80 . 82
72 84 80
83 81 85
80 78 90
- 82 8s
Columna
mediasX; X =80 X =81 X =85

1 2 3

Como se observa en la tabla 10.1, la media se calcula para cada tratamiento (columna). I_)ebido a que las
columnas se identifican mediante el subindice j, el promedio de colurnnas se representa como Xj. Finalmente, la
gran media X se calcula para todas las n observaciones.

La gran media de todas las 7 = =X [10.1]
observaciones del experimento n
% 85+ 72+83 + -+ 90 + 88

i4
= 82.14



El andlisis de varianza se basa en una comparacion de la cantidad de variacidn en cada uno de los tratamientos.
Si de un tratamiento al otro la variacién es significativamente alta, puede concluirse que 1os tratamientos tienen
efectos diferentes en las poblaciones. En la tabla 10.1 se pueden identificar tres tipos o fuentes de vaniacién. Vale
la pena destacar que la primera variacién es la suma de las otras dos.

1. Existe variacién entre €]l niimero total de las 14 observaciones. No todos los 14 empleados tuvieron el mismo
puntaje en la prueba. Esta se llama variacién total.

2. Existe variacion entre los diferentes tratamientos (muestras). Los empleados del programa 1 no tuvieron el
mismo puntaje que los del programa 2 y 3. Esto se denomina variacién entre muestras.

3. Existe variacién dentro de un tratamiento dado (muestra). No todos los empieados de la primera muestra
tuvieron el mismoe puntaje. Esto es lo que se denomina variacién dentro de la muestra.

Es al comparar estas fuentes diferentes de variacién que se puede utilizar el andlisis de varianza para probar la
igualdad de las medias de poblaciones diversas. Toda diferencia que los tratamientos puedan tener en la
productividad de los empleados se detectard mediante una comparacién de estas formas de variacién.

A. Fundamentos del ANOVA

Para determinar si tratamientos diferentes tienen efectos diferentes en sus respectivas poblaciones, se hizo una
comparacion entre la variacion dentro de las muestras (W/S) y la variacién entre muestras (B/S). La variacion en
los puntajes dentro de una muestra dada puede ser producida por una variedad de factores: la habilidad innata de
los emgpleados en dicha muestra, la motivacién personal, los esfuerzos individuales y la destreza, el factor suerte,
Yy una gran cantidad de otras circunstancias aleatorias. El tratamiento en si mismo no producird ninguna variacion

en las observaciones dentro de alguna muestra, debido a que todas las observaciones en dicha muestra reciben
el mismo tratamiento.

Es un asunto diferente con la variacién entre muestras. La variacién en los puntajes entre muestras (de una
muestra a la siguiente) puede producirse por el misme factor aleatorio que la vanacién dentro de una muestra
(motivacion, destreza, suerte, etc.), mas toda influencia adicional que puedan tener los tratamientos diferentes.
Puede existir un efecto del tratamiento entre muestras debido a que cada muestra tiene un tratamiento diferente,

Efecto del tratamiento  Como las muestras diferentes tienen tratamientos distintos,

la variacion entre las muestras puede ser producida por los efectos de tratamientos
diferentes.

Si un efecto del tratamiento existe, puede detectarse comparando la variacion entre las muestras y la variacién
dentro de ias muestras. Si la variacidn entre las muestras es significativamente mayor que la variacién dentro de
las muestras, un fuerte efecto de tratamiento estd presente. Esta diferencia entre la variacion entre muestras y la
variacion dentro de las muestras es precisamente lo que mide el andlisis de varianza. El anilisis de varianza es una
relacién de la variacién entre muestras con la variacién dentro de las muestras. Si los tratamientos diferentes
tienen efectos diferentes, la variacién entre muestras crecerd, haciendo que la razén aumente. Esta razén se basa
en la razdén F presentada en la seccién anterior.

La razon F tal y como se utiliza en ANOVA  Larazon Fes una razon de la variacion
entre muestras y [a variacion dentro de las muestras.




De nuevo, la variaci6n entre muestras puede ser producida en parte por tratamientos diferentes. La variacién
dentro de una muestra dada puede ser producida sélo por factores aleatorios como la seerte, la destreza, y la
motivacidn de los empleados. Dicha variacién es independiente del tratamiento (ya que todas las observaciones
dentro de una muestra tienen el mismo tratamiento) y es el resultado s6lo del error de muestreo aleatorizado
dentro de la muestra.

Larazén £ Cuando las medias poblacionales son diferentes, el efecto del tratamiento
esta presente y las desviaciones entre las muestras seran grandes comparadas con la
desviacion del error dentro de una muestra. Por tanto, el valor Faumentara, lo cual es
una razon de la variacién del tratamiento y de la variacidn def error.

La variaci6n total es igual a la variacién producida por los tratamientos diferentes, mas la variacién producida
por elementos de error aleatorios dentro de los tratamientos, como la destreza, Ia suerte y la motivacién. Es decir.

Variacidn total = variacién del tratamiento + variacion del error

B. La suma de cuadrados

Elreconocimiento de estas tres fuentes de variacion permite la divisién de la suma de cuadrados, un procedimiento
gue es necesario para el analisis de varianza. Cada uno de los tres tipos de variacién produce una suma de

cnadrados. Existe: 1} 1a suma de cuadrados total {(SCT), 2) la suma de cuadrados de los tratamientos (SCTR), y 3)
1a suma de cuadrados del error (SCE). Como era de esperarse

SCT = SCTIR + SCE

Esto ilustra que SCT puede dividirse en sus dos componentes: SCTR y SCE.

Se pueden utilizar estas sumas de cuadrados para probar la igualdad de las medias poblacionales. Vale la pena
recordar del capitulo 3 que la varianza muestral se calcula asi:

_ w2
Varianza muestral P = E(Lli) {10.2]
n —

El numerador es la suma de los cuadrados de las desviaciones de la media. De esta forma, la suma de los cuadrados
se utiliza para medir la variacion. El denominador es el niimero de grados de libertad. Esta ecuacién sirve como
patrén que puede aplicarse a la suma de cuadrados en anélisis de varianza.

Sea X la observacién iésima en la muestra jésima. Por ejemplo , X, es la segunda observacién en la primera
muestra. En la tabla 10.1, X, =72, X,,=81,X_,=90, y asi sucesivamente. Entonces, _

Suma de cuadrados total SCT= 2>, (X; ~ X)? [10.3]

=1 j=]




La gran media se le testa a cada una de las 14 observaciones. Las diferencias se elevan al cuadrado y se suman.
Como lo muestra el signo de doble sumatoria en la férmula (10.3), esto se hace a través de las filas y a ravés de

todas las columnas. De allf en adelante la notacién paralos signos de sumatoria se elimina, en aras de la simplicidad.
Utilizando los datos de 1a tabla 10.1 se tiene que:

= (85 — 82.14)%* + (72 — 82.14)* + (83 — §2.14)°
+ (80 — 82.14)* + (80 — 82.14)% + (84 — 82.14)}
-- (90 — 82.14) + (88 — 82.14)?
= 251.7

Deberfa notarse que SCT es simplemente la variacién de las observaciones alrededor de la gran media.
Para la suma de cuadrados de los tratamientos se tiene que:

Suma de cuadrados

- =3r(X, - X ) 10.4
de los tratamiento SCTR = Zr,{X, ) [10.4]

El nimero de observaciones o filas en cada tratamiento, r,se multiplica por las diferencias cuadradas entre la
media de cada tratamiento, X ¥ la gran media. Los resultados se suman para todos los tratamientos. La férmula
(10.4) pide que se mulnphque ¢l niimero de filas en la jésima columna (vale la pena recordar que j denota una
columna) por la desviacién de la media elevada al cuadrado de dicha columna de 1a gran media. La tabla 10.1 da

SCTR = 4(80 — 82.14)2 + 5(81 — 82.14)* + 5(85 — 82.14)*
= 65.7

SCTR refleja la variacién en las medias de la colulﬁna alrededor de la gran media.

La suma de couadrados del error se expresa como

Suma del cuadrado del error SCE=Z3(X; — f,—)z [10.5]

La media de un tratamiento, )?J se resta de cada observacién en dicho tratamiento. Las diferencias se elevan al

cuadrado y se suman. Esto se hace para todos los tratamientos, y los resultados se suman. Utilizando los datos
de 1a tabla 10.1 nuevamente, se tiene que

SCE= (85 — 80) + (72 — 80)* + (83 — 80)% + (80 — 80)*
Para el primer tratamiento
+ (80 — 81)* + (84 — 81)* + (81 — 81)* + (78 — 81)* + (82 — 81)?
Para el segundo tratamiento
+ (82 — 85 + (80 — 85)* + (85 — 85)> + (90 — 85)” + (88 — 85)
Para ] tercer tratamiento
= 186.0
SCE mide la variacién aleatoria de los valores dentro de un tratamiento atrededor de su propia media.
Una revisién rapida de todos estos calculos puede hacerse como
SCT = SCTR + SCE
251.7 = 6577 + 186.0

Si se confia en la aritmética, se puede encontrar que SCE es simplemente

SCE=8CT-SCTR=251.7-65.7=186.0



C. Cuadrados medios

Como lo dice la férmula (10.2) para la varianza, después de obtener la suma de los cuadrados, cada una se divide
por sus grados de libertad. Una suma de cuadrados dividida por sus grados de libertad produce un cuadrado
med:o. Es decir, si se divide una suma de cuadrados por sus grados de libertad, se obtiene un cuadrado medio.

Vale 12 pena recordar del capitulo 7 que se definié grados de libertad como el niimero total de observaciones
del conjunto de datos menos toda “restriccién” que pueda aplicarse. Una restriceién fue todo valor que se caicula
a partir del conjunto de datos.

En este aspecto, se nota que al calcular SCT, se utilizé todo el conjunto de datos de n observaciones para
calcular un valor. Ese valor dnico era la gran media X, 1a cual representa una restriccién. Por tanio SCT tiene n— 1
grados de libertad.

El célculo de SCTR involucra el uso de ¢ = 3 medias muestrales de las cuales se puede calcular la gran media.
Las medias muestrales por tanto se ven como puntos de datos individuales y la gran media se toma como
restriccidn. SCTR tiene entonces ¢ — | grados de libertad.

Finalmente, se calculé SCE anteriormente sumando la desviacidn de n = 14 observaciones de ¢ = 3 medias
muestrales. Por tanto, SCE tiene n — ¢ grados de libertad.

Se nota que

g.). para SCT = g.l. para SCTR + g.l. para SCE

n—1l=c~l+n-c

Como se anot6 anteriormente, debido a que la suma de cuadrados dividida por sus grados de libertad produce un
cuadrado medio, se halla la media total de los cuadrados, o cuadrado medio total, CMT

SCT
Cuadrado medio total CMT === . [10.6]

e} cunadrado medio del tratamiento (CMTR) es

: SCTR
Cuadrado medio del tratamiento CMIR - p— [10.7]
y el cuadrado medio del error (CME) es
’ _ SCE
Cuadrado medio de! error CME = -~ [10.8]
Utilizando los datos de 1a tabla 10.1 se tiene que:
omr = 3L
n— 1
2517
14 -1
=194
c—1
_ 65.7
-1



SCE

n—c

186.0

14 — 3
= 16.9

CME =

Estos tres cuadrados medios est4an modelados a partir de Ia férmula (10.2). Son sumas de los cuadrados divididas
por sus grados de libertad, y como tales son varianzas. Es Ia razén de las dos iitimas CMTR y CME, que se utiliza
como base del anilisis de varianza para probar la hipGtesis respecto a la igualdad de las medias. Como se observé

anteniormente, esta razén se ajusta a la distribucién F, y se expresa como

Razén F para una _ CMTR

10.9
prueba de medias F="cme [ ]

" En el caso actual se vuelve ’ o B -

n
]

= 1.94

CMTR mide la variacién entre tratamientos. Si los tratamientos tienen efectos diferentes, CMTR lo reflejard a
través de su incremento. Entonces, la razdn F en si misma se incrementard. Por tanto, si la razén F se vuelve
“significativamente” grande porque CMTR excede a CME por una cantidad grande, se reconoce que los efectos
del ratamiento probablemente existen. Es probable que tratamientos diferentes tengan efectos diferentes en las
medias de sus poblaciones respectivas, y podria rechazarse la hipdtesis nula g, = g, = 11

El valor critico de F que es considerado significativamente grande puede encontrarse en la tabla G (apéndice
IM) igual que antes. Se asume que el CEQ desea probar las siguientes hipétesis a un nivel del 5%:
Hy oy = 1y = U3
H,: No todas las medias son iguales

Debido a que CMTR tiene ¢ —1 =3 — 1 = 2 grados de libertad y CME tiene n — c = 14 — 3 = 11 grados de libertad,

el valor critico de F que se obtiene de latablaesF ., | =3.98. El 2 se enumera antes del 11 al establecer los grados
de liberad porque CMTR estd en £l numerador.

Figura 10.1

Los efectos
de la capacitacién

fiF)

Zona
de rechazo
No rechazar :
1 . 0'..055_ i
1 L B 7
1.94 3.98 F

La regla de decisidn representada en la figura 10.1 es

Regla de decision: “No rechazar si F < 3.98. Rechazar la hipétesis nula si F > 3.98”.

Debido a que se calcul$ que el valor Fes de 1.94 « 3,98, el CEO no deberia rechazar la hipétesis nula. No puede
rechazar a un nivel del 5% la hipétesis de que los puntajes de prueba promedio son los mismos para todos los tres
programas de capacitacién. No existe efecto significativo del tratamiento relacionado con alguno de los programas.



D. Una tabla de analisis de varianza

Es habitual resumir los célculos del anélisis de varianza en una tabla. El formato general de la tabla de andlisis de
varianza aparece en la tabla 10.2 A), mientras que la tabla 10.2 B) contiene los valores especificos del ejemplo
sobre el programa de capacitacién.

Vale la pena destacar que se enumeran las fuentes relevantes de la variacién, y el valor F de 1.94 se muestra €n
la columna del extremo derecho. El ejemplo 10.1 proporciona una ilustracién mas concisa del analisis de varianza.

Tabla 10.2 A. La tabla de andlisis de varianza generalizada
Una tabla ANOVA Fuente de variacion Suma Grados Cuadrado Valor F
resume los calculos de cuadrados  de libertad medio
del analisis Entre muestras {tratamiento) SCTR c-1 SCTRHc-1}  CMTR/CME
de varianza Dentro de muestras (error) SCE n-c SCEfin- 9

Variacién total SCT n-%

B. Tabla de ANOVA para los programas de entrenamiento de empleados

Fuente de variacion Suma Grados Cuadrado Valor F
de cuadrados  de libertad medio

Entre muestras (tratamiento) 657 2 32.9 1.94

Dentro de muestras {error) 186.0 11 169

Variacidn total 251.7 13

H:ul=p2=u3

H,: No todas las medias son iguales
Regla de decision: No rechazar si F< 3.98. Rechazar si £>3.98.
Conclusidn: Ya que F= 1.94 < 3.98, no se rechaza la hipétesis nula.




Ejemplo 10.1

Solucion

Robert Shade es vicepresidente de mercadeo en First City Bank, en Atlanta. Los recientes esfuerzos
promocionales para atraer nuevos depositantes incluyen algunos juegos y premios en cuatro
sucursales del banco. Shade estd convencido de que diferentes tipos de premios atraerian a diferentes
grupos de ingreso. Las personas de un nivel de ingreso prefieren los regalos, mientras que los de otro
grupo de ingreso pueden sentirse mas atraidas por viajes gratuitos a sitios favoritos para pasar
vacaciones. Shade decide utilizar el monto de los depésitos como una medida representativa del
ingreso. El desea determinar si existe una diferencia en el nivel promedio de depdsitos entre las cuatro
sucursales. Si se halla alguna diferencia, Shade ofrecerd una diversidad de premios promocionales.

Aquf aparecen siete depésitos seleccionados aleatoriamente de cada sucursal, aproximado al US$100

mds cercano. Hay ¢ = 4 tratamientos (muestras) y r=17 observaciones en cada tratamiento. El
nimero total de observaciones es n =rc = 28.

Deposito Sucursat 1 Sucursal 2 Sucursal 3 Sucursal 4
1 5.1 19 3.6 1.3
2 4.9 1.9 4.2 1.5
3 56 24 45 09
4 4.8 2.4 48 1.0
5 38 2.1 39 19
6 5.1 31 4.1 15
7 48 25 51 21
X Y 229 a3t T4
o i
n

(5.1+494+56+--+21)
- 28

=323

Hyo oy = iy = p3 = py
f,. No todas las medias son iguales

Utilizando las férmulas (10.3) a (10.5) se tendria que

SCT = T2(X,; — X )
= (5.1 — 323 + (49 — 3.230 + (56 — 3.23)
+ -+ (2.1 — 3.23)7
= 61.00
SCTR=Sr(X, — X
= 7(4.87 — 3.23 + 7(2.29 — 3.23)%°
+ 7(4.31 — 3.23)* + 7(1.46 — 3.23)
= 55.33
SCE= Z2(X; — X
= (51~ 487+ --- + (4.8 — 4.87)
+ (1.9 — 2297 + --- + (2.5 — 2.29)
+ (3.6 — 431+ --- +(5.1 ~ 4318
+ (13 — 1.46)% + -+ + (2.1 — 1.46)°
= 5.67

Para el primer tratamiento
Para ] segundo tratamiento
Para el tercer tratamiento
Para el cuarto tratamiento

10



Las férmulas (10.7) y (10.8) para los cuadrados medios da

c _ 55:;‘33

= 18.44

CME = 367
24

= 0.236

Entonces la Tazén F es

Shade debe utilizar 3 y 24 grados de libertad, ya que g.1. para SCTR =3 y g.1. para SCE = 24. Si desea
un axde 5%, encuenira en la tabla G (apéndice III) que Fo.os.s,u =3.01.Latabla ANOVA resume estas

_ cifras asi
Fuente de variacion Suma Grados Cuadrados Valor F
de cuadrados de libertad medios
Entre muestras (tratamiento) 55.33 3 18.44 78.14
Dentro de muestras (error) 5.67 24 0.236
Variacion total §1.00 27

H:opl =u2 =u3 = ua

H.: No todas las medias son iguales

Regla de decision: Mo rechazar si F< 3.01. Rechazarsi F> 3.01
Conclusién: Debido a que £ = 78.14>3.01, se rechaza la hipdtesis nula.

La prueba se representa en la siguiente figura:

fiF)

RN AT

No rechazar : 005 A

=== -

3 F
Interpretacidn
Debido a que F=78.14, Shade debe rechazar la hipétesis nula. Puede estar 95% seguro de que los
depésitos promedio en todas las sucursales bancarias no son iguales. Si considera que los grupos
de ingreso diferentes se sienten atraidos por tipos de juegos de promocién distintos, deberfa
disefiar esquemas alternativos para que cada sucursal atraiga nuevos depositantes.
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10.3 Pruebas para la diferencia entre pares de medias

Como se puede observar en la explicacién anterior, el analisis de varianza dice si todas las medias son iguales. Sin
embargo, cuando se rechaza la hipétesis nula, el analisis de varianza no revela cudl(es) media(s) es (son) diferentes
del resto. Se deben utilizar otras pruebas estadfsticas para tomar esta determinacion. Estas pruebas consisten en
una comparacion por pares, de todos los pares de medias posibles. Si el valor absoluto (ignorando los signos) de
la diferencia entre dos medias muestrales cualquiera es mayor que algiin estindar, se observa como una diferencia
significativa, y se concluye que las medias poblacionales respectivas son diferentes.

Se puede determinar este estdndar debido a una diversidad de procedimientos estadisticos incluyendo el
método de Tukey (Too’Key) y la diferencia minima significativa (DMS).

A. Pruebas para disefios balanceados

Tanto el método Tukey como el primero de los dos métodos DMS que aparecen aqui, se utilizan si existe igunal
nimero de observaciones en cada muestra. Se dice que tales disefios del analisis de varianza son balanceados.

S1 el disefio no estd balanceado porque las muestras son de diferentes tamafios, debe utilizarse un método DMS
alternativo (que se ilustrard en breve).

Disefios ANOVA . - En un disefio de analisis de varianza balanceado, cada muestra
tiene el mismo numero de observaciones. Si una 0 mas muestras tienen un numero
diferente de observaciones, se dice que el disefio no esta balanceado.

En el ejemplo 10.1, el Sr. Shade descubrié que no todas las cuatro sucursales de su banco tenfan 1os mismos
niveles de depdsitos. El siguiente paso l6gico es determinar cudles son diferentes. Debido a que hay un niimero

igual de observaciones en todas las cuatro muestras (r = 7), cualquiera de los métodos, bien sea el de Tukey o el
DMS puede utilizarse,

El método Tukey Desarrollado en1953 por J.W. Tukey, requiere el cdlculo del criterio de Tukey, T, como
aparece en la férmula (10.10). '

Criterio de Tukey para T=—q, [CME [10.10]
comparaciones por pares r

en donde ¢ tiene una distribucién de rangos estudentizada con ¢ y n - ¢ grados de libertad y &z es el valor «
seleccionado. Vale la pena recordar que ¢ es el nimero de muestras o tratamientos (columnas}, y » es el nimero

total de observaciones en todas las muestras combinadas. Estos valores son 4 y 28 en el problema de la sucursal
bancaria de Shade.

Latabla L (apéndice III) proporciona los valores criticos para g con o= 0.01 y = 0.05. Si e se fija en 0.05,

Shade desea el valor para q , , ,,- En la seccion de la tabla L destinada a los valores con o= 0.05, se pasa ala fila

superior para los primeros grados de libertad de 4 y se baja por esa columna hasta los segundos grados de libertad
de 24. Alli se encontrard el valor 3.90. Entonces

0.23
T =350 Tﬁ

= 0716
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El criterio estdndar de Tukey de 0.716 se compara entonces. con la diferencia absoluta entre cada par de medias
muestrales. Si cualquier par de medias muestrales tiene una diferencia absoluta mayor que el valor 7de 0.716, se
puede concluir, a un nivel del 5%, que sus medias poblacionales respectivas no son iguales, La diferencia enire las
medias muestrales es demasiado grande como para concluir que proviene de poblaciones similares. Existe s6lo un
3% de probabilidad gque las poblaciones con medias iguales puedan producir muestras de estos tamafios con
medias que difieran en mas de 0.716.

X, - X,] = |487 —229| =258 > 0.716*
|X, —X,| = [487 — 431| = 0.56 < 0.716

X, — X,| = |4.87 — 1.46] = 3.41 > 0.716*
1X, = X,| =229 - 431| =202>0716*
1X, — X,| = 1229 — 1.46] = 0.83 > 0.716*
X, — X,| = {431 - 1.46] = 2.85 > 0.716*

Al comparar los valores absolutos de cada diferencia entre los pares de medias muestrales con T = 0.716, Shade

puede estar 95% segurc que sélo las sucursales 1 y 3 tienen igual nivel promedio de depdsitos. Todas las otras
diferencias exceden el criterio T.

Estos resultados pueden resumirse mediante el subrayado comiin en el cual las lineas que conectan las medias
muestran que éstas no difieren significativamente. Las medias muestrales primero deben ponerse en un serie
prdenada, generalmente del mds bajo al mas alte, tal y como se muestra aqui. Debido a que sélo las sucursales 1
y 3 no difteren significativamente, son las vinicas que estdn conectadas por un subrayado comin.

X, X, X, X,
146 229 431 487

Diferencia minima significativa El método de diferencia minima significativa es muy similar al método de Tukey.
Compara ¢l cnterio de Ia diferencia menos significativa con la diferencia absoluta en las medias muestrales.
Si el disefio estd balanceado, el criterio DMS es:

Diferencia minima 2CME)F .\ n—c

significativa DMS = [10.11]

r

Vale la pena destacar que al utilizar el método DMS, F tiene 1 y n— ¢ grados de libertad. En el caso de Shade esto
es 1 yn—c=28-4=24 grados de libertad. De latabla F, F =4.26. Entonces:

0.05,1.24

DS = }2(0.23?6)4.26

= (.536

Al comparar la DMS de 0.536 con cada una de las diferencias absolutas que aparecieron anteriormente, Shade
encuentra que todos los valores, incluyendo el dltimo, sugiere medias poblacionales diferentes. El método DMS es
mas conservador en que, dado un conjunto de condiciones cualquiera, el criterio DMS serd menor que el valor Tukey.
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Los cdlculos matemiticos extensivos que necesit6 el andlisis de varianza puede facilitarse con el uso de
paquetes de software modemos. La pantalla 10.1 muestra la impresién del ejemplo 10.1 en el cual el Sr. Shade del
First City Bank tenia que decidir si los depdsitos promedio en cuatro sucursales bancarias eran iguales. La
porcidn superior muestra el valor F de 78.09, el cual se compara con el 78.14 que se calculd manualmente. El valor

p de 0.000 revela por qué se rechaz6 1a hipdtesis nula a un nivel del 5%.

La parte inferior de la impresién proporciona el subrayado comin. De acuerdo con el criterio de Tukey, se
puede observar que sélo las sucursales 1 y 3 se superponen.

Pantalla 10.1

One-Way Analysis of Variance {Andlisis de varianza a una sola via)

Analysis of Variance on C1

{Andlisiz de varianza en Cl} DF = Grados de libertad

Source DOF 35 MS F b3 ss = Sumas de cuadrados
C2 3 55.333 18.444 78.09 0.000 MS = Cuadrado medio
Error 24 5.6868 0.236 Source = Fuente
Total 27 61.001

Individual 95% CIs For Mean Based on Pooled

Sthev (ICs del 95% para media basada en desvia-
Level N Mean StDev cidn estdndar mancomunada)
(Nivel) (Media) (Desviacidn estinday) -——f-=---—-—nm bm———— I ——— P
1 7 4.8714 0.54€9 (~==%--}
2 7 2.2857 0.4259 (--%-=)
3 7 4.3143 0.5210 (--*--)
4 7 1.4571 0.4392  (--*--)

——4m———— = Fmmmm———— e +——=
Pooled Sthev (Desviacién
estandar mancomunada) = 0.4860 1.2 2.4 3.6 4.8

MTB =

Con cualquiera de los métodos, pueden surgir inconsistencias. Se asume en aras de la simplicidad que hay
sélo tres poblaciones en el estudio, que requieren comparaciones por pares:

!J_fl _}_{2|

X,

—5_(3‘ |§2_)?3|

Puede encontrarse que 1 no difiere significativamente de 2, y que 2 no difiere significativamente de 3, pero que
1 s{ difiere significativamente de 3. Esto parece contradictorio. Pero segin la regla de la transitividad, si 1 es igual
a2y 2 esigual a 3, entonces 1 debe ser igual a 3. Sin embargo, las comparaciones por pares no involucran
igualdades. Al comparar las tres poblaciones, se analiza simplemente la evidencia estadistica para determinar si es
lo suficientemente fuerte como para rechazar la hipétesis nula. Concluir que 1 no difiere significativamente de 2
simplemente significa que se tiene suficiente evidencia para concluir que son diferentes. Si se concluye, como se
hizo aqui, que 1 difiere de 3, puede asumirse que la evidencia que compara estas dos muestras era mas fuerte.

B.

Pruebas para disenos no balanceados

Si el disefio es no balancedo, el método de Tukey y el método DMS, discutidos anteriormente, simplemente no se
aplican, en su lugar, se puede utilizar un método DMS alternativo.

Método DMS alternativo Para comparar las muestras jésima y késima, la ecuacién para DMS se vuelve:

Diferencia minima significativa
para ¢l disefio no balanceado

DMS,, = \/ [l + -l-}(CME)Fa_(-I,n-c

[10.12] |

TJ I‘k

en donde res el mimero de observaciones en la muestra jésima y 1, es el mimero de observaciones en la muestra

késima. El valor DMS sera diferente para cada par de comparaciones por pares, debido a que el mimero de
observaciones no es el mismo en cada muestra.
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Ejemplo 10.2

Solucion

Cada vez mds norteamericanos buscan escapar de las presiones urbanas, 1os pagos impuestos en
los parques nacionales ha demostrado un incremento marcado de quienes acampan los fines de
semana. Qutdoor World informé recientemente que el parque Yosemite National Park ubicado en
las sierras altas de California contraté un consultor en economia para estudiar la situacién financiera
del parque.

Parte del esfuerzo realizado por el consultor requeria una comparacion de los ingresos del parque
provenicntes de varias fuentes, incluyendo los pagos por acampar, licencias para pescar y para
pasear en bote. Aquf aparecen los datos para visitantes, seleccionados aleatoriamente. Se determina

si existe diferencia en los ingresos promedio que recibe el parque provenientes de estas tres
actividades.

Visitante Acampar Pesca Pasear en bote

1 J5%$38.00 US3$30.00 Us$12.00
2 32.00 25.00 35.00
3 35.00 31.00 20.00
4 36.00 35.00 22.00
5 38.00 - 25.00
6 32.00 b b

X US$35.17 1JS$30.25 US$24.20

Asunuendo que o se fijaen 5%, entonces F, | =F ., ,=3.89. Latabla ANOVA apareceria asi:

Fuente de variacion Suma Grados Cuadrado Valor F
de cuadrados de libertad medio

Entre muestras {tratamiento) 3280 2 164.0 7.74

Dentro de muestras (error) 254.4 12 21.2

Variacign total 5824 14

H:pl=u2=y3

H,: No todas las medias son iguales
Regla de dicision: No rechazar si F<3.89. Rechazar si F>3.89
Conclusion: Rechazar fa hipotesis nula ya que F= 7.74>3.89.

Debido a que se rechaza la hipétesis nula de los ingresos promedio provenientes de todas las tres
actividades, el consultor desearfa utilizar las comparaciones por pares para determinar cudles difieren
delresto. Si awes 5%, F | =F ... ,=3.89.Lacomparacién para la primera actividad (acampar)
y para la segunda (pesca), utilizando Ia férmula (10.2) para calcular DMS es:

11
DMS ., = \/ [g + Z](21.2)(3.89)

= 5.85

Una comparacion entre acampar y pasear en bote revela que:

11
DMS ., = \/ [E + g](21.2)(3.89)

= 548

La tltima comparacién entre pesca y montar en bote produce

DMS ,, = \/ [% + %](21.2)(3.89)

= 6.08

15



Las diferencias entre las medias y si exceden o no su valor DMS respec;ivo son
IX, - X,| = 13517 — 3025] = 492 <585
X, - X,| = |35.17 — 24.20| = 1097 > 5.48
|X,— X, = 13025 - 2420| = 6.05 <608

Sélo acampar y montar en bote difieren significativamente. Los resultados pueden resumirse con
un subrayado comiin después que las medias se hayan colocado en un arreglo ordenado asi.

X, X, X,
242 3025 3517

Interpretacion

Se puede concluir a un nivel de significancia del 5% que s6lo montar en bote y acampar difieren
significativamente. El parque puede wiilizar esta informacién para tomar decisiones y aliviar la

presién financiera sobre los recursos y proporcionar una experiencia al aire libre para los pioneros
modernos.

Parece que ¢l subrayado comiin del ejemplo es auto-contradictorio. Muestra que montar en bote y pescar no
difieren y que la pesca y el hecho de acampar no son diferentes, sin embargo montar en bote y acampar si son
diferentes. La regla algebraica de la transitividad dice que si A igual a By B igual a C, ;entonces A debe ser igual
a C? Si, pero no se estd tratando de igualdades con este ejemplo. Simplemente se dice que la diferencia entre
montar en bote y pescar no es significativa y que la diferencia entre pescar y acampar no s significativa, sin
embargo la diferencia entre montar en bote y acampar €s lo suficientemente grande como para ser significativa.
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10.4 ANOVA a dos vias. El diseno aleatorizado en bloques

Con el andlisis de varianza a una via, se pensé que sélo un factor influenciaba las unidades experimentales — tal
como los depésitos en las sucursales bancarias, o los ingresos en el parque. Sin embargo, con frecuencia se
encuentra que una segunda influencia exterior puede impactar las unidades experimentales. Por ejemplo, el
interés puede ser comparar la productividad promedio de los tres tipos de maquinas (tratarnientos). Sin embargo,
se observa que al probar estas méaquinas, la destreza del operador y su experiencia pueden afectar la produccion
de la mdquina, produciendo confusi6n sobre cudl maquina es realmente mejor. Asi, para obtener un panorama no
contaminado y claro de la capacidad de la méquina, se debe eliminar de alguna manera o corregir, la influenciadel

operador sobre la produccién final. Esta consideracion simultdnea de las dos fuerzas requiere del analisis de
varianza a dos vias.

Para obtener una medida decisiva de la capacidad de la mdquina, se debe “bloquear” el factor externo,
colocando las observaciones en grupos homogéneos con base en los afios de experiencia. Asi, las observaciones
se clasifican tanto por blogues como por tratamientos. El propdsito del blogueo es reducir 1a variacion dentro de
un tratamiento (tipo de méquina). Este disefio experimental se llama disefio aleatorizado en bloques.

Si los blogues se realizan de manera efectiva y se basan en un factor (tal como la experiencia) que verdaderamente
afecte 1a productividad, se obtiene una medida més pura del efecto del tratamiento. Sin embargo, si el factor
seleccionado para el bloqueo no afecta la productividad (como por ejemplo el mimero de seguro social del
trabajador, el color del cabello o el sexo), los resultados pueden ser engaiiosos. Es importante determinar si el
bloqueo s¢ hace o0 no correctamente, y si el factor en el que se basa el bloqueo sf tiene cierto impacto.

Para ilustrar, una empresa de contabilidad grande trata de seleccionar un sisterna de computacion integrado a
la oficina, entre los tres modelos que estén actualmente en estudio. La seleccidn final dependerd de la productividad
de los sistemas. Se seleccionan aleatoriamente cinco operadores para manejar cada sisterna. Es importante tener
en cuenta que el nivel de experiencia que tienen los empleados en el manejo de computadores puede afectar e}
resultado de la prueba. Por tanto, existe la necesidad de justificar el impacto de la experiencia al determinar los
méritos relativos de los sistemas de computacién. Los niveles resultantes de produccion medidos en unidades
por hora aparecen en Ja tabla 10.3. Un valor codificado més alto para la experiencia indica més afios de capacitacion.

Tabla 10.3
Niveles de produccion

Sistemas (tratamientos)

Nivel de experiencia 1 2 3 X

para los siste;mas : 27 p - 2033
de computacion . a1 23 25 33,00

3 42 39 39 40.00

4 38 41 37 38.67

5 45 46 45 4533

X 36.5 360 36.2

X=13627
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Dentro de una muestra dada (sistema} ocurrird una vartacién en la produccién debido a la experiencia del
operador, su competencia y su estado actual de salud, y a otros factores de error aleatorios. En el andlisis de
varianza a una via, se identificé como error de variacion. Si cualquiera de estos factores aleatorios relactonados
con los operadores afectan materiaimente el nivel de produccidn, la empresa de contabilidad debe comregirlos. La
empresa puede considerar que los afios de experiencia de un operador afectan significativamente su productividad.
Sin embargo, la empresa estd interesada en la productividad de los sistemas de computacion, y no en la de los
empleados. Por tanto se debe ajustar a la productividad de los empleados eliminando el efecto de variabilidad del
operador para obtener una medida precisa, no contaminada, de la calidad del sistema.

Con ¢l andlisis de varianza a dos vias, la suma de cuadrados total se divide en tres partes: la suma de
cuadrados del tratamiento (SCTR), suma de cuadrados del error, y la suma de cuadrados de bloques (SCBL). Por
tanto

SCT = SCTR + SCE + SCBL

SCTy SCTR se calculan de la misma forma que en €l anélisis de varianza a una via. Sin embargo SCE se subdivide
en una medida para SCE y SCBL, en donde

Suma de cuadrados SCBL= Sc/(X, — X )2

[10.13]
de blogues

El mimero de tratamientos en cada bloque , ¢, se multiplica por la diferencia al cuadrado entre 1a media para
cada bloque, X y la gran media. Los resultados se suman para todos los bloques. El simbolo ¢, s¢ utiliza para

indicar el niimero de tratamientos en un bloque (fila), porque los tratamientos se registran en Ias columnas. De la
tabla 10.3,

SCBL = 3(24.33 — 36.27) + 3(33 — 36.27)* + 3(40 — 36.27)
+3(38.67 — 36.27) + 3(45.33 — 36.27)
= 765.04

La suma de los cuadrados del blogue mide el grado de variacién de las medias del bloque (fila) alrededor de la gran
media.

Las férmulas (10.3) y (10.4) dan

SCT =806.93 y SCTR=0.93
SCE se calcula como

Suma de cuadrados
del error SCE = SCT - SCTR — SCBL [10.14]

= 806.93-0.93-765.04
= 4096

En donde hay r bloques y ¢ tratamientos, y hay n = rc observaciones. Los grados de libertad para cada una de las
sumas de cuadrados de los valores de la férmula (10.14) son

SCE = SCT - SCTR - SCBL
r—De~D=@—-1) —@C-1D)—-@¢~1
G-DB-D=U5-D-@3-D-G-1

8= 14 - 2 - 4
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El cuadrado medio total v el cuadrado medi_o del tratamiente son, al igual quea_ﬁ

dividida por sus grados de liberiad, Por tanto,

tes, la suma de sus cuadrados

Cuadrado medio total = CMT = nSST;
_ 806.93
14
= 57.64
SCTR
Cuadrado medio del tratamniento = CMTR= e —1
_ 093
2
= 047
En ANOVA a dos vias,
i CME= —E [10.15]
Cuadrado medio del error = Dec-1 .
T a9 N
8
=51
] SCBL
Cuadrado medio del blogue CMBL= —— : {10.18]
_765.04
4
= 191.26
Tabla 10.4 Fuente de variacién Suma Grados Cuadrado Valor F
ANOVA a dos vias de cuadrados de libertad medio
para los S"Ste'r'nas Entre muestras (tratamiento) 093 2 0.47 0.09
de computacién Entre blogues 765.04 4 191.26 3750
Dentro de las muestras (error) 40.96 8 5.10
Variacion total 806.93 14

Estos cdlculos se resumen en 1a tabla 10.4. Los valores F se calculan de la misma manera que en el andlisis de

varianza a una via:

£ = CMIR
CME

047
5.1

= (.09

_ CMBL
CMFE

19126

5.1
= 37.50
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Vale ]a pena notar que se calculan dos valores F — uno que utiliza CMTR v uno que utiliza CMBL. El valor F para
CMBL se calcula para determinar si los bloques se realizaron de manera efectiva. Si el bloqueo se basa en un factor
gue no afecta la productividad del operador, los resultados pueden ser engafiosos. Por tanto, la empresa de
contabilidad debe hacer pruebas para ver si existe una diferencia significativa entre las medias del bloque (fila). Si
no existe diferencia significativa entre los niveles promedic de produccidn con base en los bloques (filas).
entonces la experiencia no es un factor critico. En este caso, se deberia abandonar el anilisis de varianza a dos
Vias, y se necesitaria regresar al andlisis de varianza a una sola via, sin distincién entre los niveles de experiencia.
A un nivel del 5%, el valor critico de F para CMBL con 4 y 8 grados de libertad se obtiene de la tabla G yesF
= 3.84. Los grados de libertad 4 y 8 se utilizan porque la relacién F para los bloques utiliza CMBL con r — 1 = 4
grados de libertad y CME con (r— 1) (c — 1) = 8 grados de libertad.

La firma contable debe primero probar la hipétesis de que el nivel promedio de producci6n para cada nivel de
experiencia es el mismo. Si es asi, entonces la experiencia no es un factor determinante en la produccién, y €

bloqueo sobre ésta seria initil. Si fos niveles promedio de produccién y los niveles de experiencia no son los mismos,
entonces la empresa de contabihdad debe bloquear la experiencia para corregir su impacto y por ende obtener una
medida més exacta de las diferencias en la calidad del sistema de computacién. La hip6tesis a probar es

Hy py =gy = p3 = py = 5
H,: Notodas las medias de las filas son iguales

en donde ¢ son los niveles promedio de produccién para cada nivel de experiencia (fila).

Regla de decision: “No rechazar la hipétesis nula si F <3.84. Rechazar la hipétesis nula si F > 3.84”.

Debido a que F' = 37.50, la hipétesis nula deberia rechazarse, y la empresa deberia concluir que los niveles de
experiencia tienen un efecto en las tasas de produccién. Debe corregir la experiencia utilizando el anslisis de
varianza a dos vias.

Abora la empresa estd preparada para probar la hipétesis en la cual estuvo originalmente interesada. ; Existe
alguna diferencia en la produccién promedio de los sistemnas de computacién (tratamientos)? Si el valor o del 5%
se mantiene, ¥ boenen = F aosas = 446 se obtiene de la tabla. Los grados de libertad de 2 y 8 se utilizan porque

Ia razén F para los tratamientos utiliza CMTR con 2 grados de libertad y CME con 8 grados de libertad. Ei conjunto
de hipdtesis es

Hy py=p =
H,: No todas las medias de las columnas son iguales
En donde g son las medias de las columnas para los tres sisternas de computacion.

Regla de decisién: “No rechazar la hipétesis nula si F <4.46. Rechazar la hipGtesis nula si F > 4.46”.

Latabla 10.4 indica que F = 0.09 < 4.46. La hip6tesis nula no se rechaza, y la empresa concluye que los niveles de
produccién promedio de los tres sistemas de computacion no difieren, una vez que se ha hecho la correccién para
el factor experiencia. Los empleados de diferentes niveles de experiencia se desempefian ignalmente bien en todas
las maquinas. No interesa cual sistema de compuiacién compren.

El ejemplo 10.3 proporciona otra ilustracién del ANOVA o andlisis de varianza a dos vias
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Ejemplo 10.3

Una emisién reciente de la revista Fortune describié los esfuerzos realizados por una importante
empresa de electronica para desarrollar un sistema en el cual se les daba a los empleados la
oportunidad de evaluar el desempefio de sus supervisores y de algin personal administrativo. Se
seleccionan aleatoriamente cinco empleados y se les pide evaluar a cuatro de sus gerentes sobre
una escala de 10 a 50. Los resultados, junto con las medias de las filas y las columnas, aparecen en

Ia siguiente tabla.

Gerente {tratamiento)

Empieado 1 2 3 4 X,
1 31 35 45 38 37.50
2 29 32 45 36 35.50
3 13 17 35 20 21.25
4 28 38 52 39 39.25
5 14 20 40 20 23.50
X 23 284 438 306 X=314

El gerente de la empresa de electrénica desea saber si existe diferencia en las clasificaciones

promedio de los cuatro gerentes.

Selucion

El director decide utilizar e] anilisis de varianza a dos vias para probar 1as medias:

SCT= S3(X, — X

= (31 ~ 314 + (29 — 314+ --- + (39 — 31.4)°

+ (20 — 3147

= 2344.8

SCTR = Zr(X, — X
= 5(23 — 31.4)% + 5(28.4 — 31.4) + 5(43.6 — 31.4)»
+ 5(30.6 — 31.4)

= 1145.2

SCBL

= 4(37.5 — 3147 + 4(35.5 — 3147
+ 4(21.25 — 31.4) + 4(39 — 31.47

+ 4{23.5 — 31.4)

I

11243

SCE = SCT—-SCTR - SCBL
= 23448 — 1145.2 — 11243

=753

La tabla ANOVA a dos vias se convierte en:

Fuente de variacidn Suma Grados Cuadrado Valor F
de cuadrados de libertad medio

Entre muestras (tratamiento} 1,145.2 3 381.73 60.79

Entre blogues 1,1243 4 281.08 44.76

Dentiro de muestras {error} 753 12 6.28

Variacion total 2,344.8 19
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Ahora el director ;Ilede determanar si hay una diferencia significativa en las clasificaciones promedio
dadas por cada uno de los cinco empleados (filas), las cuales requeririn hacer bloques sobre los
empleados. Las hipétesis son:

Hy oy = oy = fy = 1a = s

H,. No todas las medias de las filas son iguales
Si o= 1%, el valor F apropiadoes F ... = 5.41. El valor F relacionado con la prueba sobre 1o
bloques aparece en la tabla de analisis de vananza como 44.76> 5.41. La hipétesis nula se rechaza,

y el director determina, a un nivel de significancia del 1%, que las clasificaciones promedio hechas
por los cinco empleades (filas) son diferentes y se necesita €l bloqueo.

El director puede probar ahora su hipGtesis inicial respecto a las clasificaciones promedio de 10
cuatro gerentes {columnas). Las hipStesis son

Hy py =ty = py = py
H,: No todas las medias de Ias columnas son iguales

El valor Fde F ., , = 5.95 es menor que 60.79. La hipétesis nula debe rechazarse a un nivel de
significancia del 1%.

Interpretacion

Al incluir un factor de bloqueo, el director pudo detectar una diferencia significativa en la clasificacién
promedio de los gerentes realizada por parte de los cinco empleados. Sin el factor de bloqueo, la
variacion en las clasificaciones, debido a los bloques (diferencias en las actitudes de los empleades},

se hubiera incluido en el factor de error SCE. Esto hubiera tenido el efecto de incrementar la SCE 'y
el CME. '

El valor £ por tanto, hubiese sido menor debido a que F = CMTR/CME. A medida que el valor F
disminuye, existe una mayor probabilidad de no rechazar la hipétesis nula.

Sin embargo, con el andlisis de varianza a dos vias, el CME se subdivide en la variacién debida
a los bloques (CMBL) y en la variacién debida al error dentro de las muestras (CME).
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Ahora que el director sabe que no todas las clasificaciones de los gerentes son las mismas, puede utilizar el
método de Tukey o el método DMS para determinar cudles son diferentes. Al aplicar estas herramientas a una
prucba a dos vias, deben hacerse ciertos cambios en los grados de libertad relacionados con el método Tukey. En

lugar de explorar ese ajuste, el método DMS puede utilizarse con el andlisis de varianza a dos vias como se
demostré anteriormente.

La pantalla 10.2 muestra la impresién en Minitab del ejemplo 10.3. La porcion superior proporciona la tabla de
andlisis de varianza. Sin embargo, como lo expresa el manual de Minitab, no se puede especificar si los efectos son
aleatorios o fijos con el comande TWOWAY. Por tanto, Minitab no proporciona los valores F o los valores p.
Minitab aparentemente espera que usted los calcule manuatmente. La hip6tesis para las medias de las filas
(blogueo sobre los empleados)

Hy py = iy = py = py = Hs
lleva un valor F de
CMBL _ 281.08
CME 6.28

= 44.76 > Fygseq2 = 326

La hip6tesis nula de medias iguales de 1a fila se rechaza al nivel del 5%, y se utiliza el andlisis de varianza a dos vias
para probar la hipétesis primana de iguales clasificaciones promedic para los gerentes:

Hy: gy = py = iy = piy
El valor Fes

CMTR 38173
CME = 28 60.79 > Fops.3.12 = 349

La hipétesis nula de clasificaciones promedio para los gerentes se rechaza al nivel del 5%. Las comparaciones por
pares se muestran en las porciones restantes de la impresidn.

Los resultados de la prueba para las medias de la fila (empleado) se hallan en la seccién del medio de la
impresién. Vale la pena notar que no todas las medias son iguales. Las medias de los empleados 3 y 5 son menores
que las otras tres. Los resultados para la hipétesis primaria respecto a las clasificaciones de los gerentes se
encuentran en la dltima porcién de ia impresién. El gerente 3 tiene la clasificacién mds alta y el gerente 1 tiene la
clasificacién mds baja. Al nivel de significancia del 5% no parece haber ninguna diferencia en las clasificaciones
promedio de los gerentes 2 y 4.

Pantalla 10.2

Two-Way Analysis of Varience {(Andlisis de varianza a dos wvias)

Analysis of Varience for rating

Source (Fuente( DF S5 M5 DF = Grados de libertad
Employee {(Empleado) 4 1124.30 281.08 88 = Sumas de cuadrazados
Manager {(Gerente) 3 1145.20 381.73 MS - Cuadrado medio
Error 12 75.30 6.28
Total 15 2344.80
Individual 35% CI (I.C. del 95% individual)
Employee (Empleade) Mean (Media) =~ -——---m-———- Fommm oo Fo oo St +=
1 37.5 (—===*===)
2 35.5 (===
3 21.2 (——=*%———=)
4 39.2 (——-*——n)
5 23.5 (m——*—--)
7777777777 e e b S
24_0 30.0 36.0 42 .0
Individual 95% CIL (I.C. del 9%5% individual)
Manager (Gerente) Mean {Media) - Hmm—mm - - Fom +
1 23.0 (———*--)
2, 28.4 {(===*--)
3 436 (——=*==)
4 30.6 (——*--)
—m——————— o= tem T Fom +—
21.0 28.0 35.0 42.0 49.0
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[104]
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(109]

[10.10]
[10.11]

[10.12]

110.13]

[10.14)

[10.15]

[10.16]

T -2
n
2
g X
n—1

SCT = EE{XJ - Xy

i=1 j=|

SCTR = Zr X, - Xy

SCE = TX(X; - X)*

CMT = SCT
n—1
cumIR = SCTR
c—1
cmE = XCE
n—c
£ - CMIR
~ TME
CME
T = qﬂ‘&'ﬁ_f -

DMS = ACMBF, .
¥

\/[; + rl] (CME)F

k

SCBL = (X, — X)*

mla=c

SCE = SCT— SCTR - SCBL

CME =

(r —

CMBIL =

SCE

e -1

SCBL
==

Gran media de todas
observaciones del experimento

las

La varianza muestral

La suma de cuadrados total es la
variacién de los valores alrededor
de X

La suma de los cuadrados del
tratamtento mide [a variacién en las
medias de la columna alrededor de
Ia gran media

La suma de los cuadrados del emror
refleja la variacién de los valores
dentro de un tratamiento alrededor
de su propia media

Cuadrado medio total

Cuadrado medio del tratamiento

Cuadrado medio del error

Razén F para la proeba de las
medias

El criterio de Tukey que mide el
valor critico de la diferencia entre
medias

El criterio DMS mide 1a diferencia
critica entre dos medias - para
disefios balanceados

El criterio DMS mide la diferencia
critica entre dos medias - para
disefios no balanceados.

La suma de los cuadrados del
bloque mide las desviaciones de las
medias de la fila alrededor de la gran
media

La suma de cuadrados del error mide
la variaci6n aleatoria de las
observaciones alrededor de sus
medias de tratamiento

Cuadrado medio del error ep
andlisis de varianza a dos vias

Cuadrado medio de blogue
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Problemas resucltos

1. Fleecing the Motorist, Estudio sobre los consumidores, publicé los resultados de una encuesta sobre log
hébitos de conduccién en los Estados Unidos. Los datos contenian impuestos a la gasolina por hogar para
los 50 estados. Seis estados se escogieron aleatoriamente de cuatro regiones del pais para determinar si hay

alguna diferencia en el impuesto promedio anual de la gasolina dentro de las regiones. Los siguientes
resultados se aproximaron al délar més préximo:

Region (tratamiento)

Estado Norte(1) Sur(2) Occidente(3] Centro de EEUU(A)
1 Us$293 Uss121 ussn4 US$136

2 280 116 176 164

3 283 223 224 17

4 242 238 183 153

5 268 18 159 162

6 184 222 149 108

X 258.3 1730 167.5 138.3
X=1843

Un economista deseaba probar al nivel del 5% la hipétesis de que en promedio los residentes de las cuatro
regiones pagan la misma suma en los impuestos federales sobre Ia gasolina.

Solucion

SCT = 23(x, — X

SCTR se halla:

SCTR = ZrfX, ~ X}
= 6(258.3 — 18430 + - - -
= 48,023

SCE es:

= (293 — 18437 + - - -
= 83,515

SCE = 23(X; - X}

Entonces,

CMTR

CME =

= (293 — 2583F + - -+
= 35,492

_CSTR
c—1
_ 48,023
4 -1
= 16,008
SCE

n—-c
35492

24 -4
= 1,775

+ (108 — 184.3)

+ 6(138.3 — 184.3)

+ (108 — 138.3)°
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Siosefijaen5%, F . .. =3.10 como se observa aqui. La hip6tesis es Hipg =p, =t =Q,

No rechazar
310 ! F
La tabla del andlisis de varianza es
Fuente de variacidn sSC g.l. M Valor F
Entre muestras (tratamiento) 48,023 3 16,008 9.02
Deniro de muestras (error) 35,492 20 1775
Variacién total 83,515 23

Hop=p, =y =g,

H,: No todas {as medias son iguales

Regla de decision: No rechazar la hipétesis nula si F < 3.10. Rechazar si F> 3.10
Conclusion: rechazar 1a hipotesis nula

Puede concluirse a un nivel de significancia del 5% que el impuesto promedio no es el mismo en las cuatro
regiones,

2. A quiénes seles cobra mas duroe? Para formular un sistema tributario efectivo, el gobiemo debe determinar

cudles regiones pagan més y cudles pagan menos. Utilizando tanto el método de Tukey como el método DMS,
los célculos se realizarian como se muestra aqui.

Solucion

Primero es necesario hallar las diferencias absolutas entre las medias muestrales de los impuestos pagados en
cada par de las cuatro regiones.

|)_(1 "}_le

|258.3 — 173.0]

= = 853
|X, = X,] = |258.3 — 1675 = 908
| X, — X,| = [258.3 — 1383] = 120.0
X, — X, = [173.0 - 167.5[ = 55
X, — X,} = [173.0 — 1383] = 347
|X, — X} = [167.5 — 138.3] = 292
El criterio de Tukey es:
T= qncn-c\j@
“ =
Siasefijaens5%, g 00540 = 3-96,
1,775
T =396\~

= 68.11



Toda diferencia absoluta entre las medias muestrales mayor que 68.11 es significativa y sugiere que sus
respectivas medias poblacionales son diferentes. Existe s6lo un 5% de probabilidad de que dos de estas
poblaciones puedan tener la misma media y generar muestras de estos tamafios con medias superiores a
68.11. Al comparar 68.11 con los seis pares de las medias muestrales anteriores, puede observarse que la
poblacién 1 (norte) tiene una media diferente de las otras tres; se asume que i1, es més alto debido a que X es
significativarnente mads alto que el resto.

Utilizando el método DMS se tiene que:

UCME) | _
DMS — ( MEi o, l.n—¢c
F i s10=%35 Entonces,
2(1,775)4.35
ags = PATIE35)
6
= 50.73

Fl criterio DMS se compara con las diferencias absolutas entre las medias muestrales anteriores. Toda diferencia
mayor que 50.73 es significante. De nuevo se observa que los motoristas del norte tienen Ia carga tributaria
més pesada.

3. Acme Ltd. Como supervisor de produccién de Acme Ltd., Melvin Moore desea comparar los niveles de
produccién de Ias cuatro plantas de Acme. Los datos semanales sobre los niveles en toneladas se recolectan
durante un periodo determinado de siete semanas, incluyendo las cuatro semanas del mes de agosto y las
primeras tres semanas de septiembre. Los resultados se muestran en la tabla .

Planta (tratamiento)

Semana 1 2 3 4 X

1 42.7 383 429 30.t1 . 38.6
2 473 35.1 382 375 395
3 573 427 499 471.8 494
4 B3.1 58.2 593 539 58.6
5 492 32.7 457 33.8 40.4
6 51.2 301 48.3 387 42.1
7 48.0 31.1 45.2 39.7 41.0

_ X; 51.3 383 471 40.2

X=4423

Melvin realiza un andlisis de varianza a una via v encuentra una diferencia significativa en los niveles de
produccién promedio. Sin embargo, antes de presentar este reporte a la alta gerencia, Melvin se da cuenta de
algo importante: las siete semanas no se seleccionaren aleatoriamente para cada plantA. Los datos para las
mismas siete semnanas se utilizaron para todas las cuatro plantas. Quiza deberfa hacer bloques en las semanas
para eliminar toda variacién debida al periodo. Ya que las mismas semanas se registraron para cada planta, s
posible €l bloqueo en semanas.

Solucion

SCT y SCTR se calculan de 12 misma forma que con el problema resuelto 1 y se halla que son 2,276.1 y 761.4,
respectivamente. Ademds:

SCBL =3c(X, - X
= 4(38.5 — 44.23)" + 4(39.5 — 44.23)
+ oo 441 — 44230
= 1,276.6
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'SCE = SCT — SCIR — SCBL
= 238.1
SCTR
c—1
7614

T 41
= 2538

CMIR =

SCBL
CMBL = —

r—1
_ 12766
7-1
= 2128
SCE
ME =" De- 1
238.1
- (7 —1)}4 - 1)
= 13.2

Estos célculos se resumen en 1a tabla de anilisis de varianza a dos vias:

Fuente de variacion SC g.h CM Valor F
Entre muestras (tratamiento) 7614 3 253.8 19.23
Entre blogues 1.276.6 6 212.8 16.12
Dentro de muestras (error) 238.1 18 13.2

Variacion total 2,276.1 27

Primero, Melvin debe determinar si el bloqueo sobre las semanas es efectivo. El fija ¢ al 5%. El valor £ para
los bloques es CMBL/CME, y debido aque CMBLtiene r- 1 =6 g.l. yCMEtiene (r-c)(c- 1)=18 gL, F 005618
= 2.06 se halla que es e] valor crftico de F. Ya aue F = 16.12 > 2.66, Melvin concluye que la produccion
promedio entre semanas ¢s diferente. Por consiguiente, el blogueo es necesario para corregir la variacién de
una semana a la otra. Melvin deberia continuar con esta prueba a dos vias.

El puede probar ahora la hipétesis primaria sobre los niveles de produccién promedio de la planta
Hy p = py =y = iy

H,: No todas las medias son iguales

El valor F para tratamientos tiecne ¢ - 1 =3y (r-1)c-1)=18gl. F o053 = 3-16 < 19.23. Se rechaza 1a hipétesis,
y Melvin concluye que hay alguna diferencia en los niveles de produccitn promedio, Ahora puede utilizar el
DMS para determinar cudles son diferentes.
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