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Problema 1

1. La cadena es la siguiente:
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2. La cadena es la siguiente:

3. Sea:

fi = P[Ganar dado que parto con i unidades]

Inmediatamente vemos que fo = 0 y que fy = 1. De la misma forma vemos (condicionando en el
resultado de la primera apuesta) que:

1 1
Ji= §fi+1+§fifl VO<i< N
lo que implica que:

fimm—fi=fi—ficn VO<i<N
La primera ecuacion nos dice que:
o= fi=h
Utilizando esto vemos que:

fi—fici=nh



Ahora si sumamos las N — 1 primeras ecuaciones tendremos que (utilizando la suma telescépica):

1

IN—fi=(N-1)-fi= fi=—+

N

De la misma forma si sumamos las i — 1 primeras restricciones veremos que:
) i
fi=i-fi=—
N
4. Para el caso general procederemos exactamente como lo hicimos para el caso particular:

fi=p-finn+Q—p)- fica YVO<i< N
lo que implica que:
fis1 — fi=p(fi—fic1) YO<i<N
Donde p = 1]'%]” La primera ecuacion nos dice que:

fo—fi=ph

Utilizando esto vemos que: ‘
fi— ficr= Pl_lfl

Ahora si sumamos las N — 1 primeras ecuaciones tendremos que (utilizando la suma telescépica):

v fie (X ) frm == 1
N 1= i=1p 1 I_Ei]i?)lpi_l_pN

De la misma forma si sumamos las i — 1 primeras restricciones veremos que:

N-1 1 i
=02 h= T pN
k=0 p

Problema 2

Sea N, )(t)= niimero de autos en el tramo [a,b] en el instante ¢.

P(Niay(t) =k) = Y P(Npay(t) = k|N(t) = n) - P(N(t) = n)
n=k

Un auto que entra a la carretera en el instante s y elige una velocidad v;, se encontrard en el tramo [a, b] en
t siempre y cuando:

vi(t—8) > aAv(t—s)<b
N a < v b
t—s) = "(t—s)

Luego la probabilidad que un auto llegado en s esté en [a,b] en t es:

_b
P(s,t) = / 7 Fos)dus

a

(t—s)



Luego, un auto que llega en un instante cualquiera estard en el intervalo con la siguiente probabilidad:

b1 _ P
/0 EP(S,t)ds =

Entonces el ntmero de autos en el intervalo es:

(AP(1) e AP0

P(Niay(t) = k) = i

Problema 3

1. (1,0 ptos) Sean {N,(t) : t > 0}, {Np(t) : t > 0} y {Nr(t) : t > 0} los procesos de conteo asociados
al numero de autos que cruzan la calle a, la calle b y ambas, respectivamente. El diagrama de autos
que esperan cruzar la interseccién (por una calle en particular) es la que se muestra en la figura a

continuacién:

|—- N,




Para calcular la distribucién de los autos que cruzan la interseccién en un ciclo hay que notar que,
dada la definicién del ciclo, cruzaran todos los autos que llegan por la calle a durante un tiempo C y
todos los que llegan por la calle b en el mismo tiempo. Entonces N, (C)sigue un proceso de poisson de
tasa Ag, y Np(C) sigue un proceso de Poisson de tasa \,. Por suma de procesos de Poisson es directo
que N7 (C) sigue un proceso de Poisson de tasa (A, + \p). Es importante notar que solo para intervalos
de largo C se cumple esta propiedad (dado que solo en esos instantes han cruzado todos los autos que
han llegado al cruce).

. Cada uno de los autos que cruzo el ciclo (dada la respuesta a la pregunta (a)) tiene una probabilidad
solo basta pensar en que la llegada de autos por

la calle a viene de la divisién del proceso de Poisson N7 (C) (de tasa A, + A) con probabilidad +>\b
(si multiplican la tasa y la prob. recuperan el proceso original). Entonces, dado que llegaron n tendre
que:

PINC) = HNr(©) = = () () ()

Es decir una distribucién binomial de pardmetros n y (5 >iﬁ>\b ).
a

. Veamos esto como un proceso de Poisson filtrado. Si un auto llega (por a) en el instante s (medido
desde el comienzo del ciclo) tiene la siguiente probabilidad de haber esperado para cruzar:

0 st 0<s< A
P[S]_{1 si A<s<C

Entonces independiente del instante de llegada, cada uno de estos N autos tiene una probabilidad p
de haber tenido que esperar, donde:

A
= d— —ds —d—l——
P / / +AOS C

Donde se utilizo la distribucién uniforme [0,C] de las llegadas condicionadas de un proceso de Poisson.
Sea N (t) g, el numero de autos que ha cruzado hasta t pero que ha debido esperar la luz verde. Entonces
tendremos que:

n _
PIN(C)n = HN,(€) = n] = ()1 -
Es decir una distribucién binomial de parametros n y p.

. Sea Nng(t) el ndimero de autos que ha cruzado hasta t y que no espera luz verde para cruzar. Nueva-
mente veamos el cuento como un proceso de Poisson filtrado (en particular serd muy parecido a lo que
hicimos en la clase auxiliar).

Si un auto llega en el instante s (medido desde el comienzo del ciclo) tiene la siguiente probabilidad de
cruzar inmediatamente.

Ao . .
Pls] = /\“,\er)‘b sz 0<s<A (la probablpfiad de llegar por a)
S si. A<s<C (laprobabilidad de llegar por b)

Noten que estamos filtrando Np(C).
Entonces tendremos que la prob. descondicionada del instante de llegada sera:

_/CP[s]ds_ A1 / gs = Pa- A+ X (C = A)]
)y C _OCA+>\1, C)\+)\b C-Xa+ N

Entonces tendremos que:

Es decir una distribucién binomial de parametros n y p.



5. Es facil ver que el costo total tiene solo 2 componentes, una asociada a los autos que vienen por a y
esperan, y la otra asociada a los autos que vienen por b y esperan.
Entonces (dado que en un ciclo la distribucién de los autos que vienen por a y esperan es Poisson de
tasa A, - B y que de la misma forma, la distribucién de los autos que vienen por b y esperan es Poisson
de tasa Ay - A) tendremos que:

E[Costo ciclo] = FE[Autos por a] + E[Autos por b]

= Z E[Autos por a|N,(B) = n| - P[N4(B) = n]
n=0

+ i E[Autos por b|Ny(A) = n] - P[Ny(A) = n)

Ahora, si un auto que llega por a, lo hace a s unidades de tiempo desde que se comenzé la luz roja,
incurrird en un costo igual a M - (B — s). Sin embargo dada la distribucién uniforme de los tiempos de
llegada de un Poisson uniforme, tendremos que este costo C' sera:

B
B M-(B-s), M-B
C’—/O 5 ds = 5

Es féacil ver que:

M- B
E[Autos por a|N,(B) =n]=n- 5
La misma ldgica entrega el siguiente resultado para la calle b:
M - A?
E[Autos por a|N,(B) =n]=n- 3
Entonces:
E[Costo ciclo] = Y E[Autos por a|Nu(B) = n] - P[Na(B) = 1]
n=0
+> E[Autos por b|Ny(A) = n] - P[Ny(A) = n]
n=0
—~. M-B M- A2
= Y [n —5 1 PINa(B) = 7] + > ln- 5 PINs(4) = n]
n=0 n=0

Ao -M-B? X\y-M-A3
_|_




